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ИСКУССТВЕННЫЕ НЕЙРОННЫЕ СЕТИ  

В ВЫЧИСЛЕНИИ КОНКУРЕНТОСПОСОБНОГО ПОТЕНЦИАЛА КАФЕДРЫ ВУЗА 
 
В статье методом искусственных нейронных сетей проведен анализ конкурентоспособного потенциала кафедры вуза. 
 
 

ичто не стоит на месте и нет предела со-
вершенству, так и способ определения кон-
курентоспособного потенциала кафедр 

и вуза в целом. Рассматриваемый алгоритм опреде-
ления конкурентоспособного потенциала кафедры 
является достаточно простым и понятным и не на-
правлен на выявление сильных сторон, которые мог-
ли бы компенсировать более слабые. Поскольку нет 
ограничений на самостоятельную разработку и ис-
пользование внутри вуза собственной системы опре-
деления показателей, то в качестве методики оценки 
конкурентоспособного потенциала кафедры можно 
применить искусственные нейронные сети (ИНС) – 
аналоги мозга человека. 

В качестве характеристики деятельности кафедры 
используется 35 показателей за 4 года (чем больше 
измерений, тем точнее результат). Аналитическая 
программа MatLab позволяет удобно представлять 
(вводить) исходные данные. В качестве примера по-
казаны значения показателей конкурентоспособного 
потенциала кафедры «Управление качеством» ГОУ 
ВПО «Ижевский государственный технический уни-
верситет» (рис. 1). 

В данном случае используется простейшая ИНС 
(рис. 2) – однослойная ИНС, состоящая из одного 
нейрона, на вход подается параллельно 35 показате-
лей, а на выходе получается численное значение 
(общий показатель конкурентоспособности кафед-
ры – ОПК). 

Численное значение ОПК Yk вычисляется по 
формуле 
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где k – номер шага; N – общее количество показате-
лей; i – порядковый номер показателя; wi – весовой 
коэффициент i-го показателя; xi – текущее значение 
i-го показателя; f – функция зависимости конкурен-
тоспособности от суммы показателей, умноженных 
на соответствующие весовые значения; 0w  – весо-
вой коэффициент поляризации.  

Функция f(u) называется функцией активации, 
есть несколько видов функций активации, но для 

более точного вычисления используется сигмои-
дальная функция активации (рис. 3).  

Сигмоидальная функция имеет непрерывный ха-
рактер и порог насыщения [Оссовский С. Нейронные 
сети для обработки информации. М.: Финансы и ста-
тистика, 2004. С. 27–29]:  
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f(u)∈(0;1), (3) 

где β – численный параметр, влияющий на форму 
функции активации, подбирается пользователем эм-
пирически. 

Нейронная сеть, как и мозг человека, является 
бесполезной, если она не обучена.  

В представленном алгоритме процесс обучения 
начинается с выбора эталонной кафедры, в данном 
случае это кафедра «Управление качеством», на ис-
ходных данных которой происходит обучение. Так-
же пользователь сам может выбрать кафедру, по 
данным которой будет происходить обучение, вы-
брав из списка:  

 

или может ввести значения показателей непосредст-
венно в поля ввода таблицы, которая имеет следую-
щий вид (табл. 1). 

Таблица 1. Таблица значений показателей 

 

Поскольку в данном случае неизвестно значение 
конкурентоспособного потенциала эталонной кафед-
ры, то метод обучения «с учителем» не подходит 
и используется обучение «без учителя» методом 
Д. Хебба.  

Н 
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Рис. 1. Значение показателей конкурентоспособного потенциала кафедры «Управление качеством» 
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Рис. 2. Структура ИНС 

Сигнальный метод обучения Д. Хебба [2] заклю-
чается в изменении весов по следующему правилу: 

( 1) ( )( ) ( 1) ,n n
ij ij i jw t w t y y−= − + α ⋅ ⋅  (4) 

где yi
(n-1) – выходное значение нейрона i-го слоя  

(n – 1); yj
(n) – выходное значение нейрона j слоя n; 

wij(t) и wij(t – 1) – весовой коэффициент синапса, 
соединяющего эти нейроны, на итерациях t и t – 1 
соответственно; α – коэффициент скорости обуче-
ния. Здесь и далее, для общности, под n подразуме-

вается произвольный слой сети. При обучении по 
данному методу усиливаются связи между возбуж-
денными нейронами. 
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Рис. 3. График униполярной сигмоидальной функции 
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Поскольку используется однослойная сеть, то 
правило изменения весов имеет вид 

( 1) ( )( ) ( 1) ,n n
i i iw t w t y x−= − + α ⋅ ⋅  (5) 

где xi
(n) – значение i-го показателя. 

Алгоритм обучения с применением вышеприве-
денных формул представлен на рис. 4. 
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Рис. 4. Алгоритм обучения ИНС 

1. На стадии инициализации всем весовым коэф-
фициентам присваиваются небольшие значения. 

2. На входы сети подается входной образ, и сиг-
налы возбуждения распространяются по слою со-
гласно принципам классических прямопоточных 
(feedforward) сетей, т. е. для нейрона рассчитывается 
взвешенная сумма его входов, к которой затем при-
меняется активационная (передаточная) функция 
нейрона, в результате чего получается его выходное 
значение y(n). 

3. На основании полученных выходных значений 
нейронов по формуле (1) производится изменение 
весовых коэффициентов. 

4. Цикл с шага 2 повторяется до тех пор, пока вы-
ходные значения сети не достигнут точки насыщения 
с заданной точностью. Применение этого способа 
определения завершения обучения обусловлено тем, 
что подстраиваемые значения синапсов фактически 
не ограничены. 

В данном случае входными образами являются 
исходные показатели кафедры за определенный пе-
риод (год). Пределом насыщения выбран 0,91, коэф-
фициент скорости обучения равен 0,005, коэффици-

ент β = 4 .
7

 Структурная схема алгоритма представ-

лена ниже. 
После обучения сохраняются веса каждого из 35 

показателей, которые потом используются для вы-
числения. 

Данный алгоритм позволяет получить значения 
показателей конкурентоспособности всех кафедр, 
при этом появляется новое окно со значениями пока-
зателей каждой из кафедр за каждый год (табл. 2). 

 
Таблица 2. Значение показателя конкурентоспособного 
потенциала кафедр 

 
 
Здесь для сравнения двух методов определения 

конкурентоспособного потенциала кафедры пред-
ставлены значения, полученные с  использованием 
ИНС.  

Динамика изменения показателей конкуренто-
способного потенциала каждой их кафедр за 4 года 
представлена на рис. 5. 
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Рис. 5. Динамика изменения показателей конкурентоспо-
собного потенциала кафедр Ижевского государственного 
технического университета: 1 – управление качеством; техноло-
гия роботизированного производства; 2 – финансы и кредит; 3 – 
водоснабжение и водоподготовка; 4 – радиотехника; 5 – мехатрон-
ные системы; 6 – геотехника и строительные материалы; 7 – тепло-
вые двигатели; 8 – электротехника; 9 – экономика предприятия 

Для удобной работы с числовыми значениями 
показателей конкурентоспособного потенциала ка-
федры им присваиваются значения весов, они полу-
чаются с помощью алгоритма «Вычислить весовые 
значения», после этого происходит обучение 10 про-
стейших ИНС (по числу исследуемых кафедр) анало-
гично «обучению» и значения выводятся на экран. 

В левых 4 столбцах приведены значения показа-
телей конкурентоспособности кафедры «Управление 
качества» в соответствии с рис. 1, а в правых – зна-
чения весов. Для получения весовых значений дру-
гих кафедр достаточно выбрать необходимую ка-
федру из списка. 

Таким образом, предложенная идея о применении 
искусственных нейронных сетей для системного 
анализа конкурентоспособного потенциала кафедры 
вуза реализована в законченном виде. 

Приведенные примеры позволяют наглядно видеть 
динамику изменения конкурентоспособного потен-
циала кафедр, а также оценить соответствие отдель-
ных показателей аккредитационным и, самое главное, 
принять обоснованное решение о приоритетности 
первичных показателей деятельности кафедры. 

Таблица 3. Значения показателей конкурентоспособного потенциала кафедры и значения весов показателей 
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Artificial Neural Networks in Determination of Higher School Department Competitive Potential 

The analysis of competitive potential of a higher school department was performed by using the neural network method. 
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ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ ДЛЯ БАЗЫ ДАННЫХ ФОТОПЛЕТИЗМОГРАММ 
 
Рассмотрена методика отбора параметров пульсовой кривой, полученной методом фотоплетизмографии. Эти параметры предна-

значены для использования в разработанной базе данных параметров фотоплетизмограмм для животноводческих комплексов и ферм. 
Выбранные параметры фотоплетизмограмм позволяют уменьшить объем информации, хранимой в базе данных, и сократить время 
получения необходимой информации при обследовании большого числа животных. 

 
 

 современных условиях работа ветеринар-
ных специалистов, зоотехников, селекцио-
неров и др. связана с обработкой большого 

объема имеющейся информации о животных, осо-
бенно в условиях крупных животноводческих ком-
плексов и ферм. Процесс поиска и обработки пара-
метров, содержащих необходимую информацию, 
нередко занимает недопустимо большое время и ве-
дет к информационной перегрузке специалистов. 
Для повышения уровня работы указанных специали-
стов была разработана база данных [1, 2] параметров 
фотоплетизмограмм, которые относятся к важным 
диагностическим показателям, характеризующим 
функционирование сердечно-сосудистой систе-
мы [3]. Пульсовая кривая, зарегистрированная с по-
мощью метода фотоплетизмографии, представляет 
собой кривую, косвенно отражающую объемные из-
менения пульсового кровенаполнения сосудов био-
логической ткани организма. Она содержит более 50 
информативных параметров, хранение и обработка 
которых для большого числа животных является 
сложной задачей. 

Одним из основных критериев, определяющих 
количество параметров вносимых в базу данных фо-
топлетизмограмм (БД), является ее целевое назначе-
ние. БД может использоваться: 

• в исследовательских целях. Для этого в ней 
должно храниться как можно больше параметров 
и функций. Такая БД имеет сложный интерфейс 
и может использоваться только квалифицированны-
ми специалистами; 

• для диагностики заболеваний. В этом случае БД 
должна содержать только те параметры, которые 
используются для диагностики конкретных заболе-
ваний, на которые она рассчитана; 

• для обнаружения и своевременного оповещения 
об изменениях микроциркуляции в биотканях жи-
вотного. Для этого необходимо хранить и обрабаты-
вать только те параметры, изменение которых ин-
формирует пользователя об отклонении состояния 
животного от нормы с целью дальнейшей своевре-
менной диагностики и, если требуется, лечения. 

Разработанная БД предназначена для использова-
ния в условиях животноводческих комплексов 
с большим числом животных и служит для реализа-
ции третьей из указанных целей.  

Для сокращения количества хранимой в БД ин-
формации определены параметры, обязательные для 
хранения. Поскольку сравнить все параметры между 
собой невозможно, они были разбиты на группы. 

Первая группа – это параметры, которые исполь-
зуются для вычисления других параметров; они яв-
ляются первичными и должны храниться в БД. 
В данную группу входят измеряемые параметры (па-
раметры, которые непосредственно определяются на 
пульсовой кривой, рис. 1). 
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Рис. 1. Измеряемые параметры пульсовой кривой 

Вторая группа – это визуальные параметры, кото-
рые невозможно задать числовым значением (они 
описывают вид определенных участков кривой). 

Третья группа содержит вычисляемые параметры 
(параметры, вычисляемые на основе первичных па-
раметров). 

Далее были определены критерии, по которым 
проведена оценка параметров (табл. 1). 

Зависимость от первичного параметра других 
параметров. Данный критерий оценивает, какие па-
раметры вычисляются с помощью текущего пара-
метра. В данном критерии анализируется количество 
появлений первичного параметра в формуле вычис-
ляемого параметра. 

Принадлежность к группе. Он оценивает важ-
ность группы параметров. Например, группа «Пер-
вичные параметры» наиболее важна, т. к. на ее осно-
ве вычисляются параметры из группы «Вычисляе-

В 
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мые параметры». В результате данный критерий оп-
ределяет значимость группы. 

Важность внутри группы. Данный критерий по-
казывает значимость параметра внутри группы. Экс-
пертами проставляется уровень важности. 

Частота определения параметра. Данный кри-
терий определяет, насколько часто появляется пара-
метр на пульсовой кривой. 

Сложность вычисления параметра. Он учитыва-
ет количество арифметических операций, необходи-
мых для вычисления параметра. 

Целевая функция. Данный критерий определяет 
влияние параметра на целевое назначение БД, т. е. он 
характеризует состояние микроциркуляции животного. 
Проставляется уровень влияния параметра: чем он ни-
же, тем более значим параметр для целевой функции. 

 
Таблица 1. Классификация критериев определения приоритетности параметров 

Количественные или качественные критерии интервалов изменений 
i-го параметра для установленных границ и их оценка в баллах Показатель Весовой  

коэффициент 1 2 3 4 
Количество 1 До 5 До 9 Более 9 Зависимость от параметра Баллы 10 1 2 3 4 
Группа I II III  Принадлежность к группе Баллы 30 8 5 2  
Уровень I II III IV Важность внутри группы Баллы 20 4 3 2 1 
Количество Очень редко Редко Часто Постоянно Частота определения Баллы 5 1 2 3 4 
Количество 1 или менее До 2 До 4 Более 4 Сложность вычисления Баллы 5 4 3 2 1 
Уровень I II III  Целевая функция Баллы 30 5 3 1  

 
На следующем этапе проводилось ранжирование 

параметров по определенным выше критериям.  
Рассмотрим параметры первой группы. От этих 

параметров зависят параметры третьей группы, т. к. 
вычисляются на их основе. В результате анализа час-
тоты появления первичного параметра в формуле 
вычисляемого параметра экспертами были расстав-
лены уровни важности от I до IV, а также частота 
определения и целевое назначение параметров дан-
ной группы. Сложность вычисления всей группы 
равна нулю, т. к. данные параметры не вычисляются. 

От параметров второй группы не зависят другие 
параметры. Невозможно также определить слож-
ность их вычисления, т. к. при вычислении этих па-
раметров не выполняются арифметические действия. 
В результате значения данных критериев равны ну-
лю. Параметры второй группы необходимо рассмат-
ривать с точки зрения важности внутри группы, час-
тоты определения, а также с точки зрения целевой 
функции (насколько данный параметр может помочь 
в определении заболевания или отклонения от нор-
мального состояния животного). 

Третья группа оценивалась по всем критериям, 
перечисленным в табл. 1. 

Перечисленные количественные показатели не 
всегда дают исчерпывающую информацию о харак-
тере пульсовой волны, поэтому немаловажное зна-
чение для диагностики имеет качественная оценка 
формы пульсовой кривой, нередко имеющая ре-
шающее значение. 

Качественные характеристики учитываются 
в критерии «Целевая функция». В нашем случае не-
обходимо отобрать параметры, изменение которых 
наиболее точно характеризует нарушение микроцир-
куляции животного. Для этого все параметры были 
разбиты на группы зависимости параметров. В них 

указаны связи параметров, изменение которых ведет 
к изменению других параметров. Изменения пара-
метров высшего уровня изменяют параметры низ-
ших групп.  

Итогом оценки показателей явился расчет ком-
плексного показателя приоритетности. Данный пока-
затель численно показывает значимость параметра 
для базы данных параметров ФПГ: 

З П В Ч Ц СВ,kK = + + + + +  

где Kk – комплексный показатель k-го параметра; k – 
порядковый номер сравниваемого параметра ФПГ; 
Ц – показатель целевой функции; СВ – показатель 
сложности вычисления; Ч – показатель частоты оп-
ределения; В – показатель важности внутри группы; 
П – показатель принадлежности к группе; З – показа-
тель зависимости: 

1З КЗ,= α ⋅  

где КЗ – количество повторений параметра при вы-
числении других параметров; α1 – весовой коэффи-
циент показателя. 

2СВ КВ,= α ⋅  

где КВ – количество арифметических операций для 
определения параметра; α2 – весовой коэффициент 
показателя. 

3П КП,= α ⋅  

где КП – номер группы, относящейся к параметру; 
α3 – весовой коэффициент показателя. 

4В КВ,= α ⋅  

где КВ – количество баллов важности, определенных 
экспертами для параметра; α4 – весовой коэффици-
ент показателя. 
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5Ч КЧ,= α ⋅  

где КЧ – количество баллов, определенных для дан-
ной частоты появления параметра; α5 – весовой ко-
эффициент показателя. 

6Ц КЦ,= α ⋅  

где КЦ – количество баллов, определенных экспер-
тами (комиссией) для параметра; α6 – весовой коэф-
фициент показателя. 

При (задании) выставлении экспертами значений 
весовых коэффициентов α к ним предъявлялись сле-
дующие требования: диапазон изменения коэффици-
ентов от 0 до 1, сумма их значений  равна 1, все ко-
эффициенты  одинаковые для всех сравниваемых 
параметров пульсовой кривой. 

Полученные результаты анализировались мето-
дами математической статистики [4]. Среднее значе-
ние коэффициента весомости α определялось по 
формуле 

ср
1

,
n

i

i n=

α
α = ∑  

где n – количество экспертов; αi – коэффициент, 
данный i-м экспертом. 

На рис. 2 представлены примеры графиков зави-
симостей комплексного показателя от параметра фо-
топлетизмограмм для каждой из групп параметров, 
где по оси абсцисс отложены порядковые номера па-
раметров фотоплетизмограмм в каждой группе, а по 
оси ординат – значения комплексных показателей. 
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Рис. 2. Комплексные показатели параметров:  

1 – первичные параметры; 2 – визуальные параметры;  
3 – вычисляемые параметры 

На графиках видны границы резкого снижения 
значений комплексных показателей. Параметры, ока-
завшиеся за пределами отмеченных границ, были 
отброшены ввиду их относительно малой значимо-
сти для БД параметров фотоплетизмограмм. В ре-
зультате для хранения в БД оставлено 16 первичных 

параметров, 5 визуальных и 7 вычисляемых пара-
метров. В табл. 2 приведен ряд выбранных парамет-
ров со значениями комплексного показателя. 

 
Таблица 2. Перечень приоритетных параметров,  
подлежащих занесению в БД 

№ 
п/п Параметр 

Значение  
комплексного
показателя 

1 Максимальная амплитуда пульсовой 
кривой АВ 5,40 

2 Время αD наступления дикротическо-
го зубца в точке D  5,25 

3 Частота сердечных сокращений  5,20 
4 Высота дикротической волны АD  5,15 
5 Высота инцизуры АC 4,95 
6 Время наступления инцизуры αС 4,75 
7 Форма или конфигурация фотопле-

тизмограммы 3,80 
8 Форма вершины пульсовой кривой 3,70 
9 Длительность анакротической  фазы 

пульсовой кривой αВ 2,90 
10 Длительность катакротической фазы 

пульсовой кривой ТП -αВ  2,80 
11 Дикротический индекс  2,75 
12 Диастолический индекс 2,75 

 
Сформированный на основе предложенной мето-

дики перечень заносимых в разработанную БД пара-
метров фотоплетизмограмм использован в созданном 
автоматизированном комплексе для исследования 
сосудистой системы животных [3].  

Это позволило более чем на 50 % уменьшить 
объем памяти для хранения параметров фотоплетиз-
мограмм [5] и сократить время получения необходи-
мой информации при обследовании животных, осо-
бенно при формировании запросов, отражающих 
динамику изменения параметров во времени. 
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СОЗДАНИЕ БАЗЫ ДАННЫХ БИОМОНИТОРИНГА  

ПОТЕНЦИАЛЬНО ОПАСНЫХ ОБЪЕКТОВ 
 
В настоящей работе описано создание базы данных биомониторинга, являющейся составной частью экспертно-аналитической 

системы производственного экологического мониторинга. Рассмотрены особенности биомониторинга потенциально опасных объектов 
и этапы проектирования баз данных, включая концептуальный, логический и физический. Приведено описание таблиц, их связей и экран-
ные формы программной реализации. 

 
 

сновные цели экологического мониторинга 
как системы непрерывного наблюдения, 
измерения, оценки и прогноза состояния 

окружающей среды состоят в обеспечении органов 
управления природоохранной деятельностью и эко-
логической безопасностью своевременной и досто-
верной информацией. Ключевым компонентом мо-
ниторинга окружающей среды является мониторинг 
состояния биосферы или биологический мониторинг, 
под которым понимают систему наблюдений, оценки 
и прогноза любых изменений в биотических компо-
нентах, вызванных факторами антропогенного про-
исхождения и проявляемых на организменном, по-
пуляционном или экосистемном уровнях. Среди ос-
новных задач биомониторинга можно выделить 
анализ поведения того или иного вида биоиндикато-
ра, определение содержания отравляющего вещества 
(ОВ) в исследуемом биообъекте и, в конечном итоге, 
выявление характера развития ситуации на объекте 
по имеющейся информации [1]. 

Проблема автоматизации обработки полученных 
данных или, по крайней мере, облегчение ручной 
обработки существует и при биомониторинге в зоне 
защитных мероприятий (ЗЗМ) потенциально опас-
ных объектов. Причем эта проблема является весьма 
сложной в связи с большим количеством имеющихся 
параметров, отличающихся по виду, структуре и ин-
формативности. Чтобы организовать систему биомо-
ниторинга загрязнения мышьяксодержащими соеди-
нениями природных экосистем в контуре ЗЗМ по-
тенциально опасного объекта (ПОО), необходимо 
выбрать виды-биоиндикаторы и биотест-объекты, 
анализируемые биологические и химические пара-
метры и методы их анализа, а также пункты, время и 
периодичность сбора материала (проб). При выборе 
объектов для биоиндикации необходимо соблюсти 
следующие требования, предъявляемые к ним: ши-
рокий ареал; эвритопность; оседлость; антисинан-
тропность; индикационная пластичность; простота 
добычи (учета); изученность видов и внутривидовых 
таксонов [2]. 

Для осуществления мониторинга биоты необхо-
дима организация информационно-измерительной 

базы в виде эколого-аналитической лаборатории, 
включающей мобильную систему пробоотбора 
и экспресс-оценки состояния биологических объек-
тов; систему учета и хранения проб; аккредитован-
ные лаборатории химического  и микробиологичес-
кого анализа проб почвы, донных отложений, воды 
и биологических объектов. Эффективность и досто-
верность многофакторного анализа информации, 
выявление взаимосвязи поступающих данных пер-
вичного мониторинга и установление факторов, по-
зволяющих дать объективную оценку экологической 
ситуации обработки данных биомониторинга, во 
многом зависит от структуры и содержания базы 
данных, которая является основой экспертно-
аналитической системы [1, 3]. 

Проектирование баз данных включает концепту-
альный, логический и физический этапы, на каждом 
из которых создается модель с соответствующим 
названием. Концептуальный этап в разработке базы 
данных состоит в решении наиболее общих вопросов 
и описании сущностей, атрибутов и типов данных. 
Разработка конкретной структуры базы данных про-
изводится на втором этапе – логическом [1]. 

Моделирование в среде ERwin 4.0. ERwin имеет 
два уровня представления модели – логический 
и физический. Логический уровень – это абстракт-
ный взгляд на данные, на нем данные представляют-
ся так, как выглядят в реальном мире. Объекты мо-
дели, представляемые на логическом уровне, назы-
ваются сущностями и атрибутами. 

Физическая модель данных зависит от конкретной 
СУБД, фактически являясь отображением системного 
каталога. В физической модели содержится информа-
ция обо всех объектах БД. Если в логической модели 
не имеет значения, какой конкретно тип данных имеет 
атрибут, то в физической модели важно описать всю 
информацию о конкретных физических объектах – 
таблицах, колонках, индексах, процедурах и т. д. 

Создание модели данных начинается с создания 
логической модели. Далее проектировщик может вы-
брать необходимую СУБД и ERwin автоматически 
создаст соответствующую физическую модель. На 
основе физической модели ERwin может сгенериро-

О 
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вать системный каталог СУБД или соответствующий 
SQL-скрипт. Этот процесс называется прямым проек-
тированием (Forward Engineering). Тем самым дости-
гается масштабируемость – создав одну логическую 
модель данных, можно сгенерировать физические 
модели под любую поддерживаемую ERwin СУБД. 

Основные компоненты диаграммы Erwin – это 
сущности, атрибуты и связи. Каждая сущность явля-
ется множеством подобных индивидуальных объек-
тов, называемых экземплярами. Каждый экземпляр 
индивидуален и должен отличаться от всех осталь-
ных экземпляров. Атрибут выражает определенное 
свойство объекта. С точки зрения БД (физическая 
модель) сущности соответствует таблица, экземпля-
ру сущности – строка в таблице, а атрибуту – колон-
ка таблицы. Для того чтобы определить объекты мо-
дели в виде сущностей и атрибутов, необходимо 
учесть особенности проведения биомониторинга 
ПОО. В отличие от классического подхода к биомо-
ниторингу, в отношении мониторинга ПОО следует 
выделить две его разновидности: 

1. Мониторинг диагностический, проводимый 
в течение длительного времени влияния объекта. Для 
диагностического мониторинга необходимо выби-
рать биологические системы, способные к инте-
гральному ответу на комплексные воздействия 
и проявляющие кумулятивный эффект. 

2. Мониторинг оперативный, который бы позво-
лил быстро оценить состояние среды в ЗЗМ при  
любой нештатной ситуации  на объекте. Основное 
требование к анализируемым биологическим пара-
метрам, используемым в мониторинге быстрого реа-
гирования, – это их чувствительность (низкие пороги 
и незначительное запаздывание ответной реакции). 

При проведении диагностического мониторинга 
особенно важным является учет зависимости измене-
ния параметров биообъектов от содержания ОВ, осо-
бенности миграции и трансформации соединений ОВ 
в природных средах и особенности биоиндикаторов 
для спектра видов животных и растений. Поэтому при 
мониторинге биоты используются биоиндикаторы – 
отдельные виды флоры и фауны, взятые для исследо-
вания непосредственно в ЗЗМ ПОО, и эталоны-биоин-
дикаторы, полученные в результате предварительных 
исследований по воздействию того или иного ОВ на 
экологическом идентификационном полигоне [4]. По-
лигон организован на участке, являющемся типичным 
для ЗЗМ ПОО по рельефу, почвам, преобладающим 
растительным ассоциациям, геологическим и гидро-
геологическим параметрам, метеоусловиям года. Так-
же данный участок должен характеризоваться мини-
мумом антропогенного «шума» – хозяйственной дея-
тельности, дорог с интенсивным движением, 
промышленного техногенеза, плотной застройки. 

Таким образом, эталон – это биоиндикатор с из-
вестными параметрами, полученными в определен-
ный сезон (весна, лето, осень), в определенное время 
суток при воздействии заданного количества опреде-
ленного отравляющего вещества на типичной для 
указанной территории ЗЗМ. К примерам биоиндика-
торов можно отнести лишайники, мхи, некоторые 

высшие растения, почвенные и водные организмы. 
В ходе экспериментов, проведенных авторами ста-
тьи, на идентификационном полигоне доказана несо-
стоятельность предельно допустимой концентрации 
(ПДК) как опорного значения для определения ка-
чества среды [2]. В связи с этим для проведения ис-
следований в качестве опорных использованы фоно-
вые значения (УФС). 

Построение логической модели в рамках мето-
дологии IDEF1x. Построение модели данных пред-
полагает определение сущностей и атрибутов. Сущ-
ность можно определить как объект, событие или 
концепцию, информация о которых должна сохра-
няться. Сущности должны иметь наименование 
с четким смысловым значением и быть достаточно 
важными для того, чтобы их моделировать. На логи-
ческом уровне можно установить идентифицирую-
щую связь «один ко многим», связь «многие ко мно-
гим» и неидентифицирующую связь «один ко мно-
гим». Тип сущности определяется ее связью 
с другими сущностями. Идентифицирующая связь 
устанавливается между независимой (родительский 
конец связи) и зависимой (дочерний конец связи) 
сущностями. Зависимая сущность изображается 
прямоугольником со скругленными углами. Экземп-
ляр зависимой сущности определяется только через 
отношение к родительской сущности. При установ-
лении идентифицирующей связи атрибуты первич-
ного ключа родительской сущности автоматически 
переносятся в состав первичного ключа дочерней 
сущности. Эта операция дополнения атрибутов до-
черней сущности при создании связи называется ми-
грацией атрибутов. В дочерней сущности новые ат-
рибуты помечаются как внешний ключ – (FK). На 
рис. 1 представлена разработанная логическая мо-
дель данных биомониторинга.  

Учитывая эти особенности, приведем специфика-
цию связей сущности «Эталон». Связь «Отравляю-
щее вещество» – «Эталон» «один ко многим» (каж-
дый экземпляр сущности «Отравляющее вещество» 
соответствует многим экземплярам сущности «Эта-
лон»). Связь «Сезон» – «Эталон» и «Период време-
ни» – «Эталон» «один ко многим» (каждый экземп-
ляр сущностей «Сезон» и «Период времени» соот-
ветствует многим экземплярам сущности «Эталон»). 
Связь «Вид_биоиндикатора» – «Эталон» «один ко 
многим» (каждый экземпляр сущности «Вид_биоин-
дикатора» соответствует многим экземплярам сущ-
ности «Эталон»).  

Поскольку методика и алгоритмы расчета содер-
жания отравляющих веществ в исследуемых биоин-
дикаторах учитывают как меру схожести с эталоном, 
так и эталонные зависимости «доза–эффект» и «вре-
мя–реакция» [6], в структуре базы данных параметры 
наблюдения  и параметры эталонов имеют отдель-
ные таблицы «Эталон_значение» и «Наблюде-
ние_значение». 

Связь «Эталон» – «Эталон_значение» «один ко 
многим» (каждый экземпляр сущности «Эталон» 
соответствует многим экземплярам сущности «Эта-
лон_значение»). 
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Отравляющее вещество
ID_ОВ

Название_ОВ

Сезон
ID_сезона

Название_сезона

Эталон
ID_эталона

ID_сезона (FK)
ID_периода_времени (FK)
ID_вида_биоиндикатора (FK)
ID_ОВ (FK)
УФС_ОВ

Период времени
ID_периода_времени

Название_периода_времени

Вид биоиндикатора
ID_вида_биоиндикатора

Название_вида_биоиндикатора

Метод анализа
ID_метода_анализа

Название_метода_анализа

Параметр биоиндикатора
ID_параметра_биоиндикатора

Название_параметра_биоиндикатора
Единица_измерения
ID_метода_анализа (FK)

Наблюдение
ID_наблюдения

Дата_наблюдения
ID_пункта (FK)
ID_сезона (FK)
ID_периода_времени (FK)
ID_вида_биоиндикатора (FK)

Пункт пробоотбора
ID_пункта

Долгота
Широта
Описание

Наблюдение-значение
ID_наблюдения (FK)
ID_параметра_биоиндикатора (FK)

Значение_параметраЭталон-значение
ID_эталона (FK)
ID_параметра_биоиндикатора (FK)

Значение_параметра

Вид биоиндикатора-параметр
ID_вида_биоиндикатора (FK)
ID_параметра_биоиндикатора (FK)

 
Рис. 1. Логическая модель данных: ID – идентификационный параметр (код);  

УФС – уровень фонового содержания отравляющего вещества 

Построение физической модели в рамках ме-
тодологии IDEF1x. Перед построением физической 
модели необходимо выбрать СУБД. Основным 
принципом выбора СУБД логично считать опреде-
ление программного продукта, в наибольшей мере 
соответствующего предъявляемым требованиям. 
Поскольку разрабатываемая система не предполагает 
множества одновременно работающих с БД пользо-
вателей, а также очень больших объемов информа-
ции, нет необходимости использовать мощные доро-
гостоящие СУБД, такие как SQL Server или Oracle.  

Целесообразным будет использование относи-
тельно «легких» систем, бесплатных для некоммер-
ческого использования, мощности которых вполне 
достаточно для наших целей, а универсальность пре-
дусматривает возможность интеграции на множество 
разных платформ. Под данные требования подходит 
множество различных СУБД, однако выбор следует 
сделать в пользу MySQL, как наиболее популярной 
из подобных. На основе полученной логической мо-
дели данных можно сгенерировать физическую мо-
дель для выбранной СУБД. Физическая модель дан-
ных для СУБД MySQL представлена на рис. 2. 

Таким образом, за счет построения диаграмм 
в рамках методологии IDEF1x: детализированы хра-
нилища данных проектируемой системы; определе-
ны и документированы объекты (сущности, их свой-
ства (атрибуты) и отношения (связи)); разработана 
модель реляционной БД. SQL – структура физичес-
кой модели данных сгенерирована в программном 
продукте ERwin 4.0. 

Заполнение базы данных. База данных содержит 
следующие таблицы: 

1. Таблица «Вид_биоиндикатора». В данную таб-
лицу заносится и хранится информация о наблюдае-
мых биоиндикаторах, их названия и код. Пример 
заполнения приведен в табл. 1. 

Данная таблица является справочником для даль-
нейшего использования занесенных в данную табли-
цу информации, для вычисления, а также для ис-
пользования в фильтрах и запросах. Ключевым по-
лем является код биоиндикатора. 

2. Таблица «Параметр_биоиндикатора». В таб-
лицу заносятся и хранятся ID параметра биоиндика-
тора, названия параметров, единицы измерения, ID 
метода анализа (табл. 2).  
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Отравляющее_вещество
ID_ОВ: int

Название_ОВ: varchar(20)

Сезон
ID_сезона: int

Название_сезона: varchar(20)

Эталон
ID_эталона: int

ID_сезона: int
ID_периода_времени: int
ID_вида_биоиндикатора: int
ID_ОВ: int
УФС_ОВ: int

Период_времени
ID_периода_времени: int

Название_периода_времени: varchar(20)

Вид_биоиндикатора
ID_вида_биоиндикатора: int

Название_вида_биоиндикатора: varchar(20)

Метод_анализа
ID_метода_анализа: int

Название_метода_анализа: varchar(20)

Параметр_биоиндикатора
ID_параметра_биоиндикатора: int

Название_параметра_биоиндикатора: varchar(20)
Единица_измерения: varchar(20)
ID_метода_анализа: int

Наблюдение
ID_наблюдения: int

Дата_наблюдения: datetime
ID_пункта: int
ID_сезона: int
ID_периода_времени: int
ID_вида_биоиндикатора: int

Пункт_пробоотбора
ID_пункта: int

Долгота: varchar(20)
Широта: varchar(20)
Описание: varchar(20)

Наблюдение_значение
ID_наблюдения: int
ID_параметра_биоиндикатора: int

Значение_параметра: varchar(20)Эталон_значение
ID_эталона: int
ID_параметра_биоиндикатора: int

Значение_параметра: varchar(20)

Вид_биоиндикатора_параметр
ID_вида_биоиндикатора: int
ID_параметра_биоиндикатора: int

 
Рис. 2. Физическая модель данных 

Таблица также является справочной таблицей. 
Ключевым полем является идентификационный но-
мер (код) параметра. Имеет связь «один ко многим» 
с таблицей «Параметр эталона» и «Параметр наблю-
дения» и «многие к одному» с таблицей «Ме-
тод_анализа». 3. В таблице «Вид_биоиндикатора_ 
параметр» хранится ID вида биоиндикатора, ID па-
раметра биоиндикатора. Имеет связь «многие к од-
ному» с таблицами «Вид_биоиндикатора» и «Пара-
метр_биоиндикатора». 

 
Таблица 1. Вид биоиндикатора 

ID  Название вида биоиндикатора 
1 Липа мелколистная 
2 Сосна обыкновенная 
3 Донник желтый 
4 Люцерна серповидная 
5 Тысячелистник обыкновенный 
6 Кипрей узколистный 
7 Папоротник Driopteris filix-max L 
8 Двустворчатые моллюски Unionidae 
9 Дождевые черви Lumbricidae 

10 Грибы-макромицеты Inonotus 
11 Почвенные водоросли класса Cyanophyta 

Таблица 2. Параметр биоиндикатора 
ID пара-
метра Название параметра Единица 

измерения 
ID метода 
анализа 

1 Содержание As в тка-
нях  

мг/кг  1 

2 Численность экз./ г 
почвы 

2 

3 Биомасса сырая   г/м2 4 

4 Морфологические 
аномалии 

% 2 

5 Сдвиг фенофазы сутки 2 
6 Всхожесть семян % 2 

7 Площадь некрозов 
листа 

% 3 

 
4. В таблице «Метод_анализа» хранится ID ме-

тода анализа, название метода анализа. Имеет связь 
«один ко многим» с таблицей «Параметр_биоинди-
катора» 

5. Таблица «Эталон». В данную таблицу заносит-
ся информация  о кодах (ID) эталона, сезона, периода 
времени, вида биоиндикатора, отравляющего веще-
ства и значение уровня фонового содержания отрав-
ляющего вещества.  



ISSN 1813-7903. Вестник ИжГТУ. 2008. № 4 142 

Имеет связь «многие к одному» с таблицами 
«Отравляющее_вещество», «Сезон», «Период_вре-
мени» и «Вид_биоиндикатора» и связь «один ко мно-
гим» с таблицей «Параметр_эталона». 

6. В таблице «Эталон_значение» хранится ID эта-
лона, ID параметра биоиндикатора, значение пара-
метра биоиндикатора. Таблица является справочной 
таблицей. Ключевым полем является идентификаци-
онный номер (код) эталона и параметра. Имеет связь 
«многие к одному» с таблицами «Эталон» и «Пара-
метр_биоиндикатора». 

7. В таблице «Наблюдение» хранится ID наблю-
дения, дата наблюдения, ID пункта, ID сезона, ID 
периода времени, ID вида биоиндикатора. В ключе-
вое поле входят все перечисленные коды таблицы. 
Имеет связь «многие к одному» с таблицами «Пери-
од_времени» и «Сезон», «Пункт_пробоотбора», 
«Вид_биоиндикатора» и связь «многие ко многим» 
с таблицей «Наблюдение_значение». 

8. В таблице «Наблюдение_значение» хранится 
ID наблюдения, ID параметра биоиндикатора, зна-
чение параметра. Имеет связь «многие к одному» 
с таблицами «Параметр_биоиндикатора» и «Наблю-
дение». 

9. Таблица «Сезон». В данной таблице хранится 
информация о коде и названии сезона проведения 
биомониторинга. Для проведения биологического 
мониторинга время и периодичность отбора образ-
цов проб биоиндикаторов устанавливаются в зави-
симости от особенностей жизненного цикла опреде-

ленных видов биоиндикаторов. В основном время 
сбора ограничивается периодом с мая по октябрь. 
Ключевым полем является код сезона. Данная таб-
лица имеет связь «один ко многим» с таблицами 
«Наблюдение» и «Эталон». 

10. Таблица «Период_времени». В зависимости от 
реагирования биоиндикаторов сутки разбиваются на 
6 частей для дальнейших расчетов. В данной таблице 
хранится рассчитанная по времени анализа инфор-
мация о периоде суток (ID периода времени, назва-
ние периода времени). Данная таблица имеет связь 
«один ко многим» с таблицами «Наблюдение» 
и «Эталон». 

11. Таблица «Отравляющее_вещество». В дан-
ную таблицу заносятся и хранятся данных о видах 
отравляющих веществ, используемых для определе-
ния эталонных зависимостей. Перечень этих веществ 
зависит от особенностей функционирования ПОО. 
Таблица является справочной таблицей. Ключевым 
полем является идентификационный номер (код) 
параметра. Имеет связь «один к многим» с таблицей 
«Эталон». 

12. В таблице «Пункт_пробоотбора» хранится 
ID пункта, долгота, широта, описание. Имеет связь 
«один ко многим» с таблицей «Наблюдение». 

Программная реализация. В рамках создания 
экспертно-аналитической системы осуществлена 
программная реализация системы ввода, хранения 
данных биомониторинга. На рис. 3 приведено глав-
ное окно интерфейса программы.  

 

 
Рис. 3. Главное окно интерфейса 
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На главном окне интерфейса кроме панели авто-
ризации пользователя существуют панели ввода 
информации для эталонов биоиндикаторов, при 
этом выбирается вид биоиндикатора, параметры, 
время и вид ОВ. Предусмотрен ввод необходимой 
информации по пунктам пробоотбора с указанием 
геодезических координат и описания пункта, а так-
же информация по методам анализа параметров 
биоиндикаторов. Расчет параметров исследуемого 
объекта по хранящимся в базе данных эталонам 
осуществляется в режиме «Измерения». Вся вве-
денная информация по эталонам может быть визуа-
лизирована в отдельном окне, предусмотрено изме-
нение параметров эталона. 

На рис. 4 показано диалоговое окно заполнения 
данных по эталонам. Имеющиеся в структуре базы 
данных связи обеспечивают целостность данных, в 
результате чего невозможно удалить данные, если 
они используются в других таблицах. При заполне-
нии таблиц применяются фильтры и условия провер-
ки. Разработанная информационная база данных 
имеет простой и удобный интерфейс с функцией ав-
торизации пользователя для ограничения несанкцио-
нированного доступа к информации. За счет по-
строения диаграмм в рамках методологии IDEF1x  
детализированы хранилища данных проектируемой 
системы; определены и документированы объекты 
(сущности, их свойства (атрибуты) и отношения 
(связи); разработана модель реляционной БД. 

 

 
Рис. 4. Диалоговое окно заполнения данных по эталонам 

Таким образом, спроектированная база данных 
обеспечивает открытость, модифицируемость и мо-
дульность (наращиваемость) структуры базы данных 
и самой базы; высокую эффективность методов 
и средств сбора данных, хранения, накопления, об-
новления, поиска и отображения информации; эф-
фективное использование информации (однократный 
ввод и многократное использование).  
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V. A. Alekseev, M. V. Telegina, I. M. Yannikov 
Creation of Database for Potentially Dangerous Objects Biomonitoring 

In the article creation of the biomonitoring database as a component of expert-analytical system of industrial ecological monitoring is described. Fea-
tures of biomonitoring of potentially dangerous objects and design stages of databases, including conceptual, logic and physical characteristics are con-
sidered. The description of tables, their relations and screen forms of program realization are resulted. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ (ВРЕМЕННОЙ) СЛОЖНОСТИ 
ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА НА ПРИМЕРЕ  

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА  
 
В статье рассматривается решение задачи коммивояжера – классической NP-полной комбинаторной задачи на основе генетичес-

кого алгоритма (ГА). Приводятся результаты численных экспериментов, свидетельствующих о возможности поиска глобально опти-
мального решения для задачи большой размерности и квадратичной зависимости временной сложности ГА. 

 
 

Постановка задачи 
адача коммивояжера (Traveling Salesman 
Problem, TSP) является классической комби-
наторной-оптимизационной задачей. Ее по-

становка – найти гамильтонов цикл наименьшей 
длины на взвешенном графе [3]. 

Решение данной задачи в классической постанов-
ке представляет собой NP-полную проблему, т. е. не 
существует точного алгоритма ее решения полино-
миальной сложности. Существует достаточное коли-
чество материалов, посвященных решению данной 
задачи. Одним из наиболее полных является [4]. 

Идея генетического алгоритма 
Идея ГА лежит в подражании процессам эволю-

ции и впервые была опубликована в [1]. На началь-
ном этапе ГА создает случайным образом некоторое 
множество решений (популяция), в дальнейшем ите-
рационно реализуются операторы отбора (выбора 
наилучших решений), скрещивания (синтеза из не-
скольких выбранных на предыдущем шаге родитель-
ских решений новых дочерних – несущих признаки 
родителей), мутации (случайного изменения реше-
ний) и замещения (новые дочерние решения заме-
щают собой наихудшие в популяции). Итерацион-
ный процесс продолжается до выполнения одного 
или нескольких условий останова (например, макси-
мальное количество итераций, время счета, стабили-
зации популяции и др.). В результате ГА кластеризу-
ет решения (особи) вокруг глобального и локальных 
оптимумов целевой функции, причем чем больше 
глобальный оптимум превосходит локальный, тем 
больше вероятность, что вариант решения (особь) 
попадет в его окрестность. Развитие идей ГА нашло 
отражение в работе [2]. 

Кодирование хромосом и разработка TSP-
генетических операторов 

Для решения данной задачи удобно использовать 
прямое кодирование векторов, представляющих 
маршрут (хромосом), когда каждая координата век-
тора (ген хромосомы) представляет собой номер 
вершины графа. С целью оптимизации перебора ва-
риантов стоит зафиксировать начало (и конец) мар-
шрута, т. к. любые маршруты, полученные от данно-
го циклическим сдвигом, будут иметь одинаковую 

длину и не представляют интерес с точки зрения оп-
тимизации.  

Задача коммивояжера накладывает ограничения 
на допустимые комбинации маршрутов. Допустимой 
является комбинация, в которой в маршруте присут-
ствует каждая вершина графа ровно один раз –  
гамильтонов цикл. Несложно проверить, что класси-
ческие операторы скрещивания и мутации нарушают 
ограничение. 

TSP-скрещивание 
Принцип оператора скрещивания – оператор ра-

ботает с несколькими вариантами решений (особя-
ми), на основе которых создает дочерние, несущие 
признаки родителей. 

Пусть оператор отбора выбрал два различных га-
мильтоновых цикла для проведения скрещивания. 
Каждый цикл можно разбить на множество ребер. 
Ребра, которые встречаются у обоих родителей, на-
следуются дочерними вариантами решений (хромо-
сомами) в неизменном виде. В дальнейшем каждый 
дочерний вариант решения (дочерняя особь) допол-
няется случайными ребрами (составленными из вер-
шин, которые еще не встречались два раза, – в каче-
стве входящей и исходящей вершины ребра), чтобы 
получился гамильтонов цикл. 

TSP-мутация 
Принцип оператора мутации – оператор работает 

строго с одним вариантом решения (особью), резуль-
тирующий вариант решения (особь) также должна 
нести начальные признаки. Оператором, который 
преобразует один гамильтонов цикл в другой, явля-
ется перестановка. Рассмотрим следующий алгоритм 
мутации – вектор, кодирующий гамильтонов цикл 
(хромосома), разрезается в двух местах – средняя 
часть в дочерней хромосоме переписывается в об-
ратном порядке [5] (рис. 1).  

 

a b

 

Рис. 1. Схема оператора комбинаторной мутации 
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В этом случае из маршрута удаляются два ребра 
1, , , 1 ,a a b b< − > < + >  а вместо них появляются два 

ребра 1, , , 1 .a b a b< − > < + >  Данное преобразование 
является минимальным согласно теореме (доказа-
тельство тривиально и поэтому не приводится). 

Теорема. Минимальным преобразованием, позво-
ляющим из одного гамильтонова цикла получить 
другой, является то, которое удаляет из исходного 
цикла два ребра и два ребра в него добавляет. 

Задача Bays29 
Данные для решения этой задачи взяты из биб-

лиотеки TSPLIB [4] (файл bays29.tsp). Размерность 
задачи равна 29 (табл. 1). Если исключить из рас-
смотрения варианты, полученные от данного цикли-
ческим сдвигом (зафиксировать начальную верши-
ну), а также прохождением маршрута в прямую 
и обратную стороны, то общее количество вариантов 
составляет: 

( )1 !
.

2
n

L
−

=  

Для n = 29 эта величина составляет порядка 
1,52е + 29. Полный перебор данной задачи на персо-
нальной ЭВМ невозможен. В библиотеке приведен 
глобально (!) оптимальный маршрут, который имеет 
длину, равную 2020. Оптимальные маршруты в дан-
ной библиотеке получены путем вычислений в кла-
стере высокопроизводительных суперЭВМ в Уни-
верситете Хедельберга (Германия).  

Параметры ГА: TSP; комбинаторные хромосомы 
(l = 29); минимизация; популяция из 100 особей; веро-
ятность скрещивания = 1; вероятность мутации = 1; 
пропорциональный отбор; TSP-оператор скрещива-
ния, TSP-оператор мутации; останов по достижению 
65000 поколений. 

Время оптимизации составило 38,96 с на типовом 
персональном компьютере (Pentium 4, 2000 МГц).  

 
Таблица 1. Найденное решение для задачи Bays29 

LEN 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
2020 1 28 6 12 9 5 26 29 3 2 20 10 4 15 18 17 14 22 11 19 25 7 23 27 8 24 16 13 21

 
Найденное решение полностью повторяет глобаль-

но оптимальное! Анализ журнала оптимизации пока-
зал, что решение было найдено на итерации 18907, что 
соответствует 11,33 с. Ниже приводится распределе-
ние решений из 50 запусков (табл. 2, рис. 2). 

 
Таблица 2. Статистические характеристики  
по найденным решениям 

Характеристика Значение 
Количество измерений 50 
Минимальное 2020 
Максимальное 2065 
Среднее 2027,5 
Стандартное отклонение 8,454560417 
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Рис. 2. Распределение по найденным решениям 

Экспериментальная оценка вычислительной 
сложности алгоритма 

«Математическое время» выполнения алгоритма, 
определяющее физическое с точностью до констан-
ты, зависящее от реализации алгоритма, называют 
вычислительной сложностью алгоритма на некото-
ром наборе входных данных [3]. Получить точное 
описание функции вычислительной сложности алго-

ритма – сложная задача. Поэтому широко использу-
ется асимптотическая оценка типа O(n) и o(n). 

В исследованиях будем проводить отсечку вре-
мени, необходимого алгоритму для решения задачи 
размерности n. Решение задачи размерности n будем 
выполнять несколько раз (не менее 3), усредняя ре-
зультат для последующей аппроксимации. В качест-
ве критерия останова эволюции используется дости-
жение заданного среднеквадратического отклонения 
среди вариантов решений в рассматриваемом мно-
жестве (особей в популяции). 

В реальности эксперимент оценивает временную 
сложность алгоритма до достижения стабилизации 
популяции от размера входа. С одной стороны, та-
кая оценка не совпадает с привычной оценкой зави-
симости времени достижения оптимального реше-
ния для детерминированных алгоритмов, с другой 
стороны, продолжение итерационного процесса 
после достижения ГА стабилизации множества рас-
сматриваемых решений (популяции) бессмысленно 
и оценивается именно время выполнения алгоритма 
согласно определению вычислительной сложности 
алгоритма [3] (рис. 3). 

Для решения задачи использовались данные 
TSP225 из [4]. 

Параметры ГА: комбинаторные хромосомы 
(от 10 до 225 с шагом 5); минимизация; популяция 
из 100 особей; вероятность скрещивания = 1; веро-
ятность мутации = 1; пропорциональный отбор; 
TSP-оператор скрещивания, TSP-оператор мутации; 
останов по достижению среднеквадратичного от-
клонения значений целевой функции в популя-
ции 100. 

Полученную оценку можно аппроксимировать 
с высоким коэффициентом детерминации (равным 
0,9837) полиномом второй степени. 
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Вычислительная (временная) сложность
y = 0,0341x2 + 0,6192x − 1,6055

R2 = 0,9837
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Рис. 3. Оценка вычислительной сложности ГА 

Результат является ожидаемым, т. к. операторы 
случайной мутации и скрещивания имеют линейную 
вычислительную сложность, а вычислительная слож-
ность операторов отбора и замещения зависит только 
от количества одновременно рассматриваемых вари-
антов решений (размера популяции) и не зависит от 
размерности целевой функции (пространства поиска, 

длины хромосомы). Таким образом, количество поко-
лений до стабилизации множества рассматриваемых 
решений (популяции) также находилось в линейной 
зависимости, что в совокупности дает квадратичную 
временную зависимость. Эксперимент свидетельству-
ет о том, что ГА могут успешно применяться для ре-
шения задач большой размерности. 
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results indicate possibility of searching global optimum for a problem of high dimensionality and squared relationship of the genetic algorithm time 
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НЕЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР МУТАЦИИ ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА 

 
В статье рассматривается предложение о модификации оператора мутации генетического алгоритма, работающего с вещест-

венно-кодированными хромосомами, связанной с нелинейным уменьшением максимального значения приращения. Приводятся результа-
ты численного эксперимента, свидетельствующего о более высокой эффективности предложенного алгоритма. 

 
 

 Введение 
енетический алгоритм (ГА) является недетер-
минированным алгоритмом оптимизации, ко-
торый моделирует процесс эволюции, проис-

ходящий в природе с популяцией живых организмов, 
оказавшихся в новых неизвестных условиях внешней 
среды [1]. Наиболее существенными исследователям 
представляются следующие процессы – отбор (селек-
ция), скрещивание, мутация и замещение старых осо-
бей молодыми в процессе эволюции [2, 3]. 

Каждый из операторов ГА соответствует ряду 
принципов: оператор отбора – наиболее приспособ-
ленные особи должны выбираться чаще; оператор 
скрещивания – оператор работает с несколькими 
особями, на основе которых создает дочерние, несу-
щие признаки родителей; оператор мутации – опера-

тор работает строго с одной особью, результирую-
щая особь также должна нести начальные признаки; 
оператор замещения – наименее приспособленные 
особи должны чаще замещаться более приспособ-
ленными [4]. 

Модель оператора мутации 
С целью упрощения выкладок, но без потери 

общности пусть значения координат векторов, пред-
ставляющих решения (генов хромосом) веществен-
ные, находятся в интервале [0; 1). Отметим, что лю-
бые верхние и нижние границы значений веществен-
но-кодированной хромосомы можно привести 
к интервалу [0; 1) линейным преобразованием. Раз-
мерность пространства поиска (размерность вектор-
ной целевой функции) равна l (длина хромосомы). 

Г 
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Для разработки модели оператора мутации вве-
дем случайную величину w, распределенную по рав-
номерному закону в интервале [0; 1). В общем слу-
чае действие оператора мутации к вектору-варианту 
решения (хромосоме) iX  на шаге t можно характери-
зовать векторной функцией ( , , ) :iw tD X  

( ) ( , , ),

( , , ) .

= +

∈
i i

l
i

w t

w t
iM X X D X

D X
 (1) 

В типовом генетическом алгоритме оператор му-
тации обеспечивает изменчивость популяции и имеет 
независимое от номера поколения t ограничение на 
максимальное значение A приращения по каждой из 
координат, которое он дает мутировавшей хромосоме: 

, : ( , , ) (2 1) ; 1; .j ii t w t w A j l∀ = − =D X  (2) 

В ходе эволюции генетический алгоритм класте-
ризует варианты решений (особи) вокруг оптимумов 
целевой функции. Типовой оператор мутации, давая 
постоянное максимальное случайное приращение 
вариантам решений (особям), не позволит иметь 
диаметр кластера менее абсолютного значения при-
ращения. 

Предложение по модификации оператора му-
тации 

С целью более плотной кластеризации вариантов 
решений (особей) вокруг оптимумов целевой функ-
ции предлагается постепенное уменьшение абсолют-
ного приращения оператора мутации A (по аналогии 
с алгоритмом имитации отжига).  

Вероятной по оператору мутации областью поиска 
особи назовем гиперкуб, в котором она может ока-
заться после применения к ней оператора мутации. 

Воспользуемся следующей эвристикой: при 
больших N эффективная область поиска с каждым 
шагом уменьшается на объем гиперкуба с длиной 
ребра, равной среднему расстоянию между вариан-
тами решений и центром в точке расположения уда-
ленной особи (варианта решения). Объем эффектив-
ной области поиска должен равняться сумме объе-
мов вероятных по оператору мутации областей 
поиска всех особей популяции. 

Пусть пользователь определил для работы гене-
тического алгоритма N вариантов решений (особей). 
На начальном этапе варианты решений (особи) рав-
новероятно разделяют пространство поиска (гипер-
куб размерности l) на N меньших подобластей, т. е. 
на гиперкубы с длиной ребра, равной среднему рас-
стоянию между вариантами решений 0 ,d  и центром 
в точке расположения оцениваемой особи (варианта 
решения): 

0
1 .

l
d

N
=  

Чтобы обеспечить покрытие области поиска 
с помощью применения оператора мутации на на-
чальном шаге, необходимо, чтобы выполнялось со-
отношение для абсолютного приращения: 

0 1 .
2 2 l

dA
N

= =  (3) 

Оценивая приспособленность (целевую функцию) 
каждого варианта решения (особи), алгоритм оцени-
вает перспективность для дальнейшего исследования 
каждой подобласти и смежных (по оператору скре-
щивания) с ней.  

В ходе эволюции оператор замещения с каждым 
шагом удаляет из популяции наименее приспособ-
ленные особи (варианты решений с наихудшим 
значением целевой функции). Здесь возможна ана-
логия с хорошо известным методом ветвей и границ 
с той лишь разницей, что генетический алгоритм не 
исключает из рассмотрения неперспективные об-
ласти, а лишь уменьшает вероятность попадания 
туда вариантов решений (особей) для исследования 
пространства (поиска оптимума целевой функции), 
одновременно с этим увеличивая вероятность ис-
следования областей пространства, в которых были 
найдены наиболее перспективные варианты реше-
ний (особи). 

Оценим согласно предложенной эвристике изме-
нение объема области эффективного поиска: 

1 1 1

1

( ) ( 1) ( ) ;

1.

− − −

−

= × = − = − ×

−
= ×

l l l
t t t t t

l
t t

V N d V d N d

Nd d
N

 (4) 

Данное выражение указывает на желательную 
связь между максимальным значением приращения 
мутации, средним расстоянием между вариантами 
решений (особями) и шагом алгоритма (номером 
поколения). 

Как следствие, логичным представляется пред-
ложение по перерасчету значения максимального 
приращения по закону убывающей геометрической 
прогрессии исходя из принципа покрытия эффектив-
ного пространства поиска c помощью N вероятных 
подпространств поиска каждого варианта решения 
(особи): 
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D X

D X D X  (5) 

Данная запись сделана из предположения о ра-
венстве единице всех первоначальных направлений 
поиска популяции. 

Моделирование работы генетического алго-
ритма с модифицированным оператором мута-
ции 

Приведем пример оптимизации функции на основе 
ГА. Целевая функция – функция Растригина (рис. 1), 
которая имеет 96 локальных и 4 глобальных макси-
мума (для приведения области поиска к интерва-
лу [0; 1) использовалось линейное преобразование): 
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Рис. 1. График функции Растригина 

Результаты оптимизации данной функции моди-
фицированным оператором мутации в сравнении 
с типовым представлены на рис. 2, 3. 
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Рис. 2. Сравнение среднего значения целевой функции 
(эволюции) и кв. отклонения: а – модифицированный  

оператор; б – модифицированный оператор 
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Рис. 3. Сравнение распределения особей в пространстве 
поиска: а – модифицированная мутация (t = 0); б – типовая мута-
ция (t = 0); в – модифицированная мутация (t = 100) (начало) 
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Рис. 3. Сравнение распределения особей в пространстве 
поиска: г – типовая мутация (t = 100); д – модифицированная 
мутация (t = 200); е – типовая мутация (t = 200) (окончание) 

Как видно из графиков, отражающих ход эволю-
ции при моделировании генетического алгоритма, 
модифицированный оператор мутации позволяет 
быстрее достичь высокого качества популяции (ха-
рактеризуется графиками среднего значения целевой 
функции (приспособленности) всех особей в популя-
ции и среднеквадратичного отклонения) и, как след-
ствие, получить меньшую область локализации осо-
бей вокруг оптимума целевой функции при прочих 
равных условиях по сравнению с типовым операто-
ром мутации. 

В таблице представлены в сравнительной оценке 
при решении некоторых задач усредненные диамет-
ры кластеров. 

 
Результаты численного эксперимента 

Среднее значение и доверительный интервал (p = 95 %; размер выборки = 36) Целевая функция Размерность / количество итераций
Классический оператор мутации Модифицированный оператор мутации 

Сумма синусов 2/500 0,036618±0,000560 0,006504±0,000107 
Сумма синусов 4/1000 0,178930±0,014766 0,030881±0,000423 
Растригина 2/500 0,094034±0,014690 0,006969±0,000136 
Растригина 4/2000 0,281845±0,011054 0,002691±0,000034 
Растригина 8/8000 0,439491±0,009079 0,000073±0,000001 

 
С ростом размерности задачи и количества вы-

полненных итераций предложенный модифициро-
ванный алгоритм мутации все более превосходит 
типовой в качестве локализации оптимальных реше-
ний, характеризуемых диаметром кластеров. 
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СИНХРОННЫЙ С ОСНОВНЫМ ТОНОМ ДВУХПРОХОДНЫЙ АЛГОРИТМ 

ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЯ ТОН – НЕ ТОН 
 
В работе дано описание двухпроходного алгоритма классификации речи на вокализированные и невокализированные интервалы, ра-

ботающего совместно с алгоритмом выделения основного тона речи по методу GS. Приведены результаты испытаний предложенного 
алгоритма классификации. 

 
 

ризнак ТОН – НЕ ТОН (Т/НТ) указывает на 
наличие или отсутствие вокализации в ре-
чевом сигнале. Он определяет способ обра-

зования звука [1] и служит одним из признаков па-
раметрического описания речи. Его точная оценка 
необходима в системах анализа и синтеза речи [1]. 
Основными признаками, на основе знания которых  
принимают решение (Т/НТ), служат [2]: 

1. Энергия звука в различных областях спектра: 
для вокализованных звуков она сосредоточена в низ-
кочастотном диапазоне, для невокализованных – 
в высокочастотном [1, 3].  

2. Распределение вероятностей мгновенных зна-
чений сигнала невокализованных звуков близко 
к гауссовскому закону, распределение для вокализо-
ванных звуков отлично от гауссовского. Отсчеты 
вокализированного сигнала существенно коррелиро-
ванны между собой, корреляция отсчетов невокали-
зированного сигнала слабее [2, 4]. 

3. Частота пересечений нулевого уровня сигна-
лом вокализованных звуков ниже частоты пересече-
ний нуля сигналом невокализованных звуков [1].  

Статистические зависимости, положенные в ос-
нову классификации Т/НТ по указанным выше при-
знакам, оказывают существенное влияние на надеж-
ность принятия решения о наличии или отсутствии 
вокализации в сигнале.  В частности, Атал и Рабинер 
в работе [5] делают следующие выводы: 1) при при-
нятии решения  Т/НТ дополнительно появляются 
ошибки на интервалах паузы из-за изменчивости 
фонового шума, который различен для обучающей 
и контрольной выборок; 2) большинство ошибок 
появляются на границе между классами. Ошибки 
возникают в случае, когда внутрь одной рамки ана-
лиза попадают два разных класса звуков. 

Сегментацию речи на тональные интервалы 
обычно выполняют асинхронно с ОТ [1, 2] с фикси-
рованным размером кадра анализа (рис. 1, а). Со-
гласно [1] оптимальная длительность интервала ус-
реднения для энергии равна 10 …20 мс. При этом 
возможно попадание участков с разным типом воз-
буждения речевого тракта в один кадр.  

В обработке синхронной с ОТ (рис. 1, б) кадры 
анализа привязаны к периодам ОТ. Привязка интер-
валов анализа к периодам ОТ позволяет избежать 
указанную выше неопределенность в расположении 

кадра анализа. Под кадром анализа здесь понимают 
участок сигнала между соседними марками, соответ-
ствующими началам новых периодов ОТ. Кадры 
анализа следуют без перекрытия, за счет чего суще-
ственно повышается скорость обработки. 

 

Сегментация
речи
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ОТ

Речь

Маркировка
интервалов

Речь Классификация
интервала

ОТ

Т/НТ

а

б  
Рис. 1. Способы классификации речи по признаку Т/НТ:  

а – асинхронно с ОТ; б – синхронно с ОТ 

Для простановки марок  в началах периодов  ОТ 
без предварительной сегментации на вокализирован-
ные и невокализированные интервалы необходимо 
использовать локальный алгоритм выделения ОТ, 
в качестве которого выбран алгоритм, работающий 
по методу GS [6]. Синхронный с ОТ анализ ограни-
чивает набор признаков, которые могут быть исполь-
зованы для принятия решения Т/НТ, только такими, 
интервал вычисления которых может быть равен 
периоду ОТ (от 2 мс до 20 мс [3]). По этой причине 
из набора признаков, указанных  выше, взяты только 
три признака [7]: нормированный коэффициент кор-
реляции с единичной задержкой R(1); логарифм час-
тоты пересечения нулевого уровня и логарифм энер-
гии сигнала в полосе частот 20…1500 Гц.  

Нормированный коэффициент корреляции с еди-
ничной задержкой определяли  следующим образом: 

2
2 1
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где Kr  –  нормирующий множитель; Si – отсчет вход-
ного речевого сигнала, не прошедшего этап  предва-
рительной обработки; N – число отсчетов на анали-

П 
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зируемом периоде ОТ.  Для лучшего разделения пау-
зы и вокализованного сигнала по R(1) необходимо 
приблизить спектр паузы к спектру невокализован-
ных звуков. Для этой цели в работе [13] предложено 
добавлять к  сигналу  шум определенного уровня 
с подъемом в сторону высоких частот.  

Проведены эксперименты [9] по оценке надежно-
сти принятия решении Т/НТ по R(1).  В качестве ре-
чевого материала использовали по одному произне-
сению фраз: «Не видали мы такого невода», «Саша 
кусал сало», «На ухабе» и «Жирные сазаны ушли 
под палубу». В эксперименте принимали участие 
12 дикторов (6 мужчин и 6 женщин). Испытания 
проводили для чистого сигнала, для сигнала с адди-
тивным шумом при отношении С/Ш=10дБ и для сиг-
нала, ограниченного полосой телефонного канала 
300...3400 Гц. К каждому произнесению добавляли 
шум интенсивностью от 0 до 100 отсчетов уровней 
квантования с шагом через 5 отсчетов при максиму-
ме сигнала в 32 768 отсчетов. Результаты экспери-
мента показаны на рис. 2. Ошибку принятия решения 
Т/НТ  определяли для синхронного с ОТ и асинхрон-
ного с ОТ методов принятия решения Т/НТ. Для те-
лефонного сигнала и сигнала с аддитивным шумом 
при С/Ш = 10дБ проводили анализ синхронно с ОТ.  
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Рис. 2. Зависимость вероятности ошибки классификации 
Т/НТ по функции R(1) от уровня добавляемого шума 

Кривая для синхронного способа вычисления 
признака R(1) при всех уровнях добавляемого шума 
проходила ниже асинхронной кривой. Область ми-
нимума ошибки принятия решения Т/НТ была близ-
ка для всех типов исследованных сигналов, кроме 
сигнала с аддитивным шумом при С/Ш = 10 дБ. 
В среднем, при добавлении оптимального значения 
шума синхронный с ОТ анализ по сравнению 
с асинхронным позволяет снизить вероятность сум-
марных ошибок классификации по R(1) на 11 % [9].  

Энергия вокализованных звуков, как правило, 
выше энергии невокализованных звуков и пауз. Зна-
чение энергии определяли по формуле [9]: 
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где xi – отсчет речевого сигнала на выходе фильтра 
низких частот (ФНЧ)  с частотой среза fc; Ke – нор-
мирующий множитель. C ростом частоты среза ФНЧ 
для значений, превышающих 300 Гц,  вероятность 
ошибки классификации Т/НТ медленно монотонно 
возрастает [9]. В последующих экспериментах мы 

ограничились частотой среза ФНЧ  fc = 1500 Гц, оп-
ределяемой требованиями алгоритма GS [10].  

Частота пересечений нулевого уровня сигналом 
(ЧПН) имеет большой динамический разброс значе-
ний [1, 3, 11], вследствие чего предпочтительно 
в качестве признака классификации Т/НТ использо-
вать логарифм частоты пересечения через ноль 
(ЛЧПН) [9]: 

0lg( ),zZ K M T=  (3) 

где Kz – нормирующий коэффициент; M – количест-
во пересечений нулевого уровня на периоде основ-
ного тона. 

Вероятность ошибки классификации Т/НТ по 
ЛЧПН для разных типов сигнала и различных дикто-
ров изменялась в пределах 11...21 %. Добавление 
шума, подобно добавлению шума к признаку R(1), 
несколько снижало ошибку классификации Т/НТ по 
ЛЧПН для чистого сигнала. Для других типов сигна-
ла добавление шума практически не влияло на на-
дежность принятия решения Т/НТ. Не имело значе-
ния, каким способом вычислять ЛЧПН: синхронно 
или асинхронно с ОТ.  

Для упрощения процедуры классификации Т/НТ 
решено [9] объединить три указанных выше призна-
ка в один исходя из следующих соображений. Коэф-
фициент R(1) и энергия в полосе частот имеют мак-
симальные значения на тональных интервалах. 
ЛЧПН на тональных интервалах минимальна. Тогда 
обобщенный признак, по которому выполняют  клас-
сификацию Т/НТ, может быть записан следующим 
образом:  

(1) .=
R EG

Z
 (4) 

В табл. 1 приведены значения вероятности ошиб-
ки классификации для обобщенного признака Т/НТ, 
а также для отдельных признаков классификации  
Т/НТ. Результатом объединения трех признаков ста-
ло повышение точности классификации. Тем не ме-
нее вероятность появления ошибки классификации 
остается достаточно высокой (см. табл. 1). Повыше-
ния точности распознавания можно достичь путем 
привлечения дополнительных признаков, опреде-
ляемых предысторией процесса и длительностью 
интервалов, классифицированных как вокализиро-
ванные или невокализированные [9]. 

С помощью порогов g0, g1 и g2 область значений 
обобщенного признака разбили на четыре облас-
ти [9]: уверенно НЕ ТОН, неуверенно НЕ ТОН, не-
уверенно ТОН, уверенно ТОН. Пороги g0 и g2 уста-
навливали так, что вероятности попадания вокализи-
рованного звука в невокализированную область 
и наоборот не превышала 2 %. При неопределенном 
решении о вокализации дополнительную информа-
цию извлекали  из априорных данных и известных 
значений длительностей предполагаемых периодов 
ОТ. Области «неуверенно НЕ ТОН», «неуверенно 
ТОН» относили к вокализированным или к невока-
лизированным в ходе последующей обработки. По-
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рог g1, разделяющий области «неуверенно НЕ ТОН», 
«неуверенно ТОН», устанавливали из условия мини-
мума вероятности суммарной ошибки классифика-
ции [11] с учетом последующей обработки. 

 
Таблица 1. Параметры классификации речи  
по коэффициенту R(1), энергии в полосе частот,  
ЛЧПН и обобщенному признаку для разных способов  
их вычисления 

Способ  
вычисления 
признака 

Признак  
классификации 

Вероятность ошибки
классификации 

Коэффициент R(1) 0,0695 
Энергия 0,0735 
ЛЧПН 0,1135 

Чистый 
сигнал син-
хронно с ОТ 

Обобщенный 0,059 
Коэффициент R(1) 0,098 

Энергия 0,104 
ЛЧПН 0,1125 

Чистый 
сигнал асин-
хронно с ОТ 

Обобщенный 0,104 
Коэффициент R(1) 0,1445 

Энергия 0,1465 
ЛЧПН 0,204 

Телефонный 
сигнал син-
хронно с ОТ 

Обобщенный 0,121 
Коэффициент R(1) 0,111 

Энергия 0,129 
ЛЧПН 0,175 

С/Ш 10дБ 
синхронно с 
ОТ 

Обобщенный 0,101 
 
Значения порогов зависели от типа сигнала, 

а также от диктора и отдельных произнесений сигна-
ла. Такая зависимость требует подстройки значений 
порогов для конкретных произнесений. Подобный 
способ установки порогов не способен учесть все 
возможные изменения произнесений и окружающей 
диктора обстановки. По этим причинам принято ре-
шение выполнять классификацию Т/НТ за два про-
хода алгоритма.  

На первом проходе вычисляют значение обоб-
щенного признака G по формуле (4) для каждого 
периода ОТ. Эту процедуру выполняют как на вока-
лизированных, так и на невокализированных участ-
ках речевого сигнала. На невокализированных уча-
стках сигнала  за интервал анализа принимают ин-
тервал между двумя марками, проставленными 
алгоритмом GS [6] случайным образом. После окон-
чания первого прохода для всего произнесения в це-
лом строят гистограмму значений признака G 
(рис. 3) и вычисляют среднее значение признака Gt  
для данного произнесения. Эксперименты показы-
вают, что величину Gt можно принять за первона-

чальную оценку границы между значениями обоб-
щенного признака, соответствующими вокализиро-
ванным (G > Gt) и невокализированным (G < Gt) 
интервалам речевого сигнала.  

Для интервала значений G < Gt (предположитель-
но невокализированные звуки) вычисляли среднее 
значение обобщенного признака Guv и среднеквадра-
тическое отклонение uvσ , аналогично, для вокализи-
рованного интервала значений  G > Gt – среднее зна-
чение обобщенного признака Gv и среднеквадрати-
ческое отклонение .vσ   

 

Guv

g0 g1 g2

Guv + δuv Gt Gv − δv Gv + δvGv  
Рис. 3. Гистограмма обобщенного признака Т/НТ  

всех произнесений диктора AIO 

Исследовано несколько экспериментальных пра-
вил задания значений порогов g0, g1, g2 . Минималь-
ная обобщенная ошибка [11] получена в том случае, 
когда значения порогов g0, g1, g2 устанавливали из 
следующих соотношений: 

0

1

2

;
;
.

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

uv

t

v

g G
g G
g G

 (5)  

Окончательные решения Т/НТ получали путем 
коррекции предварительных решений «уверенно 
ТОН», «уверенно НЕ ТОН», «неуверенно ТОН», 
«неуверенно НЕ ТОН». При окончательном решении 
Т/НТ по предварительной оценке «неуверенно 
ТОН», «неуверенно НЕ ТОН» учитывали относи-
тельную нестабильность соседних периодов ОТ. Во-
кализированные участки длительностью меньше 
20 мс относили к невокализированным.  

Результаты сопоставительных испытаний двух-
проходного алгоритма классификации Т/НТ, совме-
щенного с выделителем ОТ по методу GS, с шестью 
выделителями ОТ и признака Т/НТ, реализованных 
в системе SIS [12], представлены в табл. 2. 

 
Таблица 2. Результаты испытаний алгоритмов выделения ОТ для общей группы голосов (15 дикторов, 38 произнесений) 

Выделитель ОТ Ошибка ТНТ, % Ошибка НТТ, % ТНТср, % Большие ошибки, % Малые ошибки, % Обобщ. ошибка, %
Сигнал без аддитивного шума 

GS 1,97 2,37 2,17 1,70 6,16 2,76 
Пиковый 0,62 7,27 3,94 1,23 10,06 4,13 
Кепстральный 3,89 5,50 4,70 3,76 19,95 6,02 
АКФ 1,67 21,44 11,55 2,98 10,00 11,93 
Рабинер-Гоулд 1,93 8,52 5,23 2,87 9,59 5,96 
Фильтровой 0,11 14,83 7,47 1,16 9,02 7,56 
ЛЛК 0,64 6,29 3,47 1,08 6,63 3,63 
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Окончание табл. 2 
Выделитель ОТ Ошибка ТНТ, % Ошибка НТТ, % ТНТср, % Большие ошибки, % Малые ошибки, % Обобщ. ошибка, %

Сигнал с аддитивным шумом при соотношении С/Ш = 10 дБ 
GS 2,01 18,18 10,10 15,58 20,72 18,56 
Пиковый 1,47 36,22 18,84 7,03 24,26 20,11 
Кепстральный 1,95 37,90 19,92 11,85 36,75 23,18 
АКФ 2,63 36,30 19,46 3,35 13,56 19,75 
Рабинер-Голда 2,10 32,57 17,33 4,00 17,23 17,79 
Фильтровой 1,38 41,44 21,41 2,81 22,55 21,59 
ЛЛК 1,01 45,93 23,47 2,13 20,61 23,57 

Сигнал, ограниченный полосой телефонного канала 
GS 0,61 14,74 7,67 6,19 6,38 9,86 
Пиковый 0,90 19,50 10,20 12,08 9,89 15,81 
Кепстральный 4,98 15,29 10,14 2,91 19,03 10,55 
АКФ 1,06 46,60 23,83 5,36 11,06 24,42 
Рабинер-Голда 2,37 19,00 10,69 28,76 5,22 30,68 
Фильтровой 0,10 37,56 18,83 10,10 6,81 21,37 
ЛЛК 0,10 37,56 18,83 10,10 6,81 21,37 
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Synchronous Tone/Not Tone Two-Pass Pitch Algorithm for Decision-Making 

The two-pass algorithm of speech classification for vocalized and unvoiced intervals, working jointly with GS pitch extraction algorithm is de-
scribed. The proposed algorithm testing results are shown. 
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СЕБЕСТОИМОСТЬ ТЕПЛОВОЙ ЭНЕРГИИ, ВЫРАБОТАННОЙ  
НА РАЗЛИЧНЫХ ВИДАХ ТОПЛИВА 

 
Рассматривается методика расчета стоимости тепловой энергии, приведен пример расчета стоимости тепловой энергии при ра-

боте котельной на природном газе, угле и мазуте. 
 
 

асчет стоимости тепловой энергии, отпус-
каемой предприятиями жилищно-комму-
нального хозяйства всех форм собственно-

сти, расположенными на территории Удмуртской 
Республики, кроме ОАО «Удмуртэнерго», произво-
дится в соответствии с постановлением Региональ-
ной энергетической комиссии Удмуртской Респуб-
лики от 30 июля 2003 г. № 9/6. По данным РЭК УР, 
тариф на тепловую энергию в республике составля-
ет в среднем 900 руб./Гкал. При этом минимальный 
тариф на тепловую энергию зафиксирован в г. Вот-
кинске и составляет в среднем 460 руб./Гкал, а мак-
симальный тариф в Каракулинском районе – 
1300 руб./Гкал.  

Годовые эксплуатационные расходы по системе 
отопления и системе горячего водоснабжения (ГВС) 
включают в себя затраты на топливо ,tS  электро-
энергию ,eS  воду, затраченную в производственном 
цикле ,wS  расходы на химводоподготовку, заработ-
ную плату обслуживающего персонала ,zS  аморти-
зационные отчисления ,aS  текущий ремонт rS  
и прочие эксплуатационные расходы .prS  

Тепловая энергия, отпущенная в тепловую сеть, 
состоит из тепловой энергии на отопление otQ  и на 
ГВС ,gvQ  тепловой энергии, затраченной на нужды 
котельной ,kotQ  и потерь тепловой энергии в сетях 
при транспортировке .tsQ  Объем тепловой энергии 
на отопление и ГВС определяется на основании до-
говоров, заключенных с потребителями. 

Стоимость единицы тепловой энергии на отопле-
ние otC  вычисляется по формуле 

.t e w hw z a r pr
ot

ot gv

S S S S S S S S
C

Q Q
+ + + + + + +

=
+

 

Годовой расход теплоты на отопление жилых 
и общественных зданий otQ  определяется по формуле 

1

2

24,−
= ⋅

−
h v

ot ot
v

t tQ Q T
t t

 

где h
otQ  – расчетные часовые расходы тепла на ото-

пление, Гкал/ч; T  – продолжительность отопитель-

ного периода в сутках; 1t  – средняя температура на-
ружного воздуха за отопительный период, °С; 2t  – 
расчетная температура наружного воздуха, °С; vt  – 
расчетная температура внутреннего воздуха отапли-
ваемых зданий, °С. 

Среднесуточный расход тепла за отопительный 
период на горячее водоснабжение d

gvQ  составляет: 

( ),= −d
gv w r hzQ G t t  

где wG  – среднесуточный расход горячей воды, 
т/сут; rt  – расчетная температура горячей воды. 

Годовой расход тепла на горячее водоснабжение 
жилых и общественных зданий определяется по 
формуле 

( ),−
= + β −

−
d d r hl

gv gv gv gv
r hz

t tQ Q T Q T T
t t

 

где hlt  и hzt  – температура холодной воды, °С, соот-
ветственно в летний и зимний периоды; β  – коэф-
фициент, учитывающий изменение среднечасового 
расхода воды на горячее водоснабжение в летний 
период по отношению к отопительному. 

Затраты на покупку топлива tS  определяют по 
формуле 

,ut
t t

BS C
E

=  

где E  – тепловой эквивалент; tC  – цена топлива; 

utB  – годовой расход условного топлива, кг, опреде-
ляемый по формуле 

( ) 142,86 100
,ot gv ts kot

ut

Q Q Q Q
B

+ + + ⋅ ⋅
=

η
 

где η  – коэффициент полезного действия котлоагре-
гатов. 

Иначе расход условного топлива utB  на произ-
водство единицы теплоэнергии можно определить по 
нормативным данным в зависимости от средневзве-
шенной мощности котлов [1]. 

Расход на электроэнергию включает в себя рас-
ход, связанный с выработкой тепловой энергии (тя-

Р 
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годутьевые устройства, насосы подпиточные, мазут-
ные, вакуумные, привод механизмов для транспор-
тировки топлива в котельных, топливоподготовки, 
топливоподачи, шлакоудаления, освещение котель-
ной), и расход, связанный с транспортировкой теп-
ловой энергии до потребителя (сетевые насосы). 

Стоимость электроэнергии по одноставочному 
тарифу определяется по формуле [2]: 

,=e u e eS N KT C  

где uN  – установленная мощность всех токоприем-
ников котельной, кВт; eT  – продолжительность ра-
боты токоприемников, ч/год; eC  – тариф за 1 кВт⋅ч 
потребляемой электрической энергии; K  – коэффи-
циент загрузки. 

Стоимость электроэнергии также можно опреде-
лить по предельным значениям удельных расходов 
электроэнергии на выработку тепла отопительными 
котельными по формуле [1]: 

( ) .= + +e e ot ts kot eS N Q Q Q C  

Количество потребляемой воды wS  состоит из 
расхода воды на промывку и разового наполнения 
систем отопления зданий и внешних трубопроводов 
тепловых сетей, расходов на подпитку системы теп-
лоснабжения, утечки из тепловой сети. Расход на 
разовое наполнение систем отопления определяется 
по показаниям водомеров либо расчетным путем. 

Нормативные утечки из тепловой сети принима-
ются в размере 0,25 % от объема воды в трубопрово-
дах тепловых сетей и непосредственно присоединяе-
мых к ним местных систем отопления и вентиляции 
зданий: 

( ) 0,0025 24
,

100
s ts

l

V V T
V

+ ⋅ ⋅ ⋅
=  

где sV  – объем воды на заполнение местных систем 
отопления; tsV  – объем воды на наполнение трубо-
проводов тепловых сетей. Аналогично рассчитыва-
ется количество потребляемой воды системой ГВС, 
помимо этого для системы ГВС учитывается коли-
чество потребленной горячей воды. 

Амортизационные отчисления aS  производятся 
от суммы капитальных затрат (сметной стоимости) 
в соответствии с едиными нормами амортизацион-
ных отчислений на полное восстановление основных 
фондов [3]. Затраты на текущий ремонт rS  обуслов-
лены необходимостью поддержания систем в рабо-
чем состоянии в течение нормативного срока их 
службы. Эти затраты состоят из заработной платы 

рабочих, стоимости материалов и запасных частей, 
расходуемых на ремонт. Стоимость текущего ремон-
та определяется укрупнено, в размере 20 % от суммы 
амортизационных отчислений [2]. 

Прочие эксплуатационные расходы prS  состоят 
из затрат на пусконаладочные работы, на охрану 
труда, износ малоценного и быстроизнашиваемого 
инвентаря (инструмента, приспособлений), услуги 
других цехов и неучтенные расходы. 

Прочие расходы для конкретных объектов опре-
деляются, как правило, на основании данных заказ-
чика. При отсутствии этих данных прочие расходы 
следует принимать в размере 30 % от суммы затрат 
на заработную плату, амортизацию и текущий ре-
монт [2]. 

Рассмотрим пример расчета стоимости тепловой 
типовой котельной: 

• тепловая нагрузка на отопление зданий жилого 
поселка: 4,196 Гкал/ч; 

• среднесуточный объем потребляемой горячей 
воды: 520,55 м3/сут; 

• объем воды на наполнение трубопроводов теп-
ловой сети: 176,63 м3; 

• тариф на электроэнергию: 1,46 руб./кВт⋅ч; 
• тариф на очищенную воду: 10 руб./м3; 
• характеристики различных видов топлива пред-

ставлены в табл. 1; 
• продолжительность отопительного сезона: 

223 сут; 
• продолжительность работы систем горячего во-

доснабжения: 365 суток; 
• годовой фонд заработной платы обслуживаю-

щего персонала с учетом налоговых выплат: 
1 512 000 руб.; 

• капитальные затраты (сметная стоимость) на 
котельную: 2 000 000 руб., на вспомогательное обо-
рудование: 4 000 000 руб.; 

• амортизационные отчисления на оборудова-
ние – 11 %, на здание – 2,5 %. 

 
Таблица 1. Виды топлива 

Топливо Тепловой  
эквивалент 

Цена топлива, 
руб./т (руб./тыс. м3) 

Газ природный 1,13 1600 
Уголь марки Др 0,73 1500 
Уголь марки ССр 0,86 1800 
Мазут 1,37 9500 

 
Стоимость теплоэнергии приведена без НДС 

с учетом тепловых потерь тепловыми сетями, но без 
учета стоимости транспортировки. Результаты рас-
четов затрат производства тепловой энергии на ото-
пление и ГВС представлены в табл. 2, 3. 

 
Таблица 2. Затраты на производство тепловой энергии на отопление 

Вид топлива 
,tS   

тыс. руб. 
,eS   

тыс. руб. 
,wS   

тыс. руб. 
,aS   

тыс. руб. 
,zS   

тыс. руб. 
,rS   

тыс. руб. 
,prS   

тыс. руб. 
Стоимость  

(без НДС), руб./Гкал 
Газ природный 5677,1 646,3 421,98 
Уголь марки Др 9720,1 692,5 611,21 
Уголь марки ССр 9900,9 692,5 619,58 
Мазут 29355,9 692,5 

65,8 490,0 1512,0 98,0 630,0 

1519,83 
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Таблица 3. Доли затрат производства тепловой энергии на отопление 

Вид топлива ,tS  % ,eS  % ,wS  % ,aS  % ,zS  % ,rS  % ,prS  % 

Газ природный 62,25 7,09 0,72 5,37 16,58 1,07 6,91 
Уголь марки Др 73,59 5,24 0,50 3,71 11,45 0,74 4,77 
Уголь марки ССр 73,95 5,17 0,49 3,66 11,29 0,73 4,71 
Мазут 89,38 2,11 0,20 1,49 4,60 0,30 1,92 

 
Из представленных данных следует, что значи-

тельная доля затрат в производстве тепловой энергии 
приходится на топливо (62…89 %), затраты на элек-
троэнергию составляют 2…7 %, на воду – 0,2…0,7 %, 
на амортизационные отчисления 2…5 %, на заработ-
ную плату – 5…17 %, прочие расходы – 2…7 %. 

Наибольшие затраты на топливо (89,38 %) в ко-
тельной, использующей в качестве основного топли-
ва мазут, наименьшие затраты на топливо в котель-
ной, работающей на природном газе (62,25 %). Эко-
номически выгоднее производить теплоэнергию, 
используя в качестве топлива природный газ, что 
связано с относительно низкими внутренними цена-
ми на это топливо по отношению к мировым ценам. 
Второй по выгодности вид топлива – уголь. Стои-
мость теплоэнергии не зависит от марки угля, т. к. 
цена угольного топлива, как правило, прямо пропор-
циональна его тепловому эквиваленту. 

На рис. 1 показан график изменения стоимости 
тепловой энергии при изменении цены на энергоре-
сурсы. При увеличении цены энергоресурсов в 2 раза 
стоимость тепловой энергии возрастет в 1,7 раза для 
газа, в 1,8 раза для угля и в 1,9 раза для мазута. 
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Рис. 1. График изменения стоимости теплоэнергии  
при изменении (в процентах) цены на топливо, воду  

и электроэнергию 

На рис. 2 представлена зависимость себестоимо-
сти тепловой энергии в зависимости от загрузки кот-
лов (установленной мощности). Из представленных 
данных следует, что при увеличении загрузки котлов 
с 20 до 100 % себестоимость тепловой энергии на 
угле уменьшится в 1,8 раза, на газе – в 2,2 раза, на 
мазуте – в 1,4 раза. 
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Рис. 2. Зависимость себестоимости тепловой энергии  

в зависимости от загрузки котлов 

Таким образом, стоимость топлива и загрузка 
котлов оказывают значительную роль в формирова-
нии тарифа на тепловую энергию. 
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Net Cost of Heat Energy Produced by Different Fuels 

The calculation procedure of thermal energy cost is considered. As an example, the cost calculation for a boiler-house working on natural gas, 
coal and black oil is presented. 
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АВТОМАТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ ВЫДЕЛЕНИЯ ОСНОВНОГО ТОНА РЕЧИ  

ПО МЕТОДУ GS 
 
В работе дано описание структурной схемы автоматического выделителя основного тона речи по методу GS. Приведены резуль-

таты сопоставительных испытаний работы предложенного в работе алгоритма с работой пикового, фильтрового, кепстрального, 
автокорреляционного методов и методов Голда–Рабинера и ЛЛК. 

 
 

ешение важных для практики задач, таких как 
автоматическое распознавание машинами 
устной речи, распознавание диктора и его 

эмоционального состояния, диагностика заболеваний 
речевого тракта по акустическому сигналу, построе-
ние системы обучения иностранным языкам, разра-
ботка систем сжатия речи для передачи речевой ин-
формации по сетям связи, настоятельно требуют соз-
дания  принципиально новых методов оценки 
параметров речевого сигнала, в том числе такого 
параметра, как основной тон (ОТ), и признака нали-
чия вокализации в речевом сигнале (признак ТОН –
 НЕ ТОН). Эти методы должны быть полностью ав-
томатическими, обладать высокой точностью и на-
дежно работать для любого диктора при наличии 
шумов и фазочастотных искажений сигнала, в том 
числе искажений, вносимых каналом связи [1–3].   

Среди локальных методов выделения ОТ следует 
отдать предпочтение пиковым методам [4]: пиковые 
методы нечувствительны к смещению нулевого 
уровня, они не требуют нормализации по амплитуде, 
простановка марок начал возбуждений речевого 
тракта по максимумам сигнала технически проще. 
Однако пиковые методы обладают рядом сущест-
венных ограничений [4]: они реагируют на появле-
ние ложных максимумов внутри периода ОТ, адап-
тация параметров этих выделителей ОТ затруднена.  

Предложенный в работах [5–7] GS-метод выделе-
ния ОТ в существенной мере позволяет подавить 
влияние мешающих факторов, присущих пиковым 
методам. Метод состоит в том, что после простанов-
ки марки в начале текущего периода ОТ, поиск нача-
ла последующего периода ОТ выполняют с исполь-
зованием функции решений  

( )( ) 2 ,−σ σ= +t tg t K e e  (1) 

где K – нормирующий множитель; σ – константа, 
определяющая скорость нарастания – снижения 
функции решений. Конкретную форму речевого сиг-
нала между марками не рассматривают. Возмож-
ность перестройки функции решений в ходе выделе-
ния траектории ОТ является существенным достоин-
ством метода GS. Реализация основанного на методе 
GS алгоритма (алгоритм GS1), предложенного в ра-
боте [6], имеет ряд ограничений. Эти ограничения 
состоят в следующем: 

1. Алгоритм требует установки начального значе-
ния частоты ОТ на переходах от невокализированно-
го сигнала к вокализированному. Установка началь-
ной частоты выполняется на основе априорных све-
дений о конкретном произнесении. 

2. Необходима настройка параметров работы ал-
горитма, таких как асимметрия функции решения 
и коэффициент заполнения периода ОТ. Настройки 
параметров в алгоритме GS1 фиксированы для всего 
произнесения, что негативно сказывается при изме-
нении параметров речевого сигнала в ходе произне-
сения. 

3. Значение порогов принятия Т/НТ фиксированы 
и требуют коррекции исходя из априорный данных 
о речевом сигнале. При смене условий записи рече-
вого сигнала необходимо заново экспериментально 
определять пороги для принятия решения Т/НТ.  

Рис. 1 поясняет принцип действия GS-метода. 
Сплошной линией показана функция логарифма по-
ложительной полуволны речевого сигнала S(t), 
штриховой линией – функция решений g(t), марками 
М1, М2, М3 – главные максимумы речевого сигнала. 
Функция решений g(t) генерируется алгоритмом на 
каждом интервале ОТ.  

 

S(t), g(t)

t

Mi − 1

D

Тбл1
Тбл2

D

Ti
Mi Ti + 1

Mi + 1

 
Рис. 1. Принцип работы метода GS 

На интервале нарастания g(t) (интервал блоки-
ровки) решение о новом импульсе ОТ не принимают. 
Спадающая часть функции g(t) должна обеспечить 
выделение момента возбуждения следующего пе-
риода ОТ. Спадающую часть функции решения 
строят по формуле 

( ) ( ) ( )
ож

( ) ( ) , ,
( )i j

DAg t S M D t t g t S t
QT i

= + − − >  (2) 

Р 
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где S(t) – логарифм положительной полуволны рече-
вого сигнала; t – текущее время; D – приращение 
максимума функции решения, оцениваемое исходя 
из статистики речи; tj – момент времени, соответст-
вующий началу спадающей части функции решений; 
А – коэффициент асимметрии функции решения от-
носительно нарастающей ее части; Тож – ожидаемое 
значение текущего периода ОТ; Q – коэффициент 
заполнения периода ОТ (отношение времени блоки-
ровки к длительности периода ОТ). После того как 
момент пересечения g(t) и S(t) найден, выполняют 
процедуру поиска максимума лепестка сигнала S(t), 
с которым произошло пересечение. Координата мак-
симума соответствует началу следующего периода 
ОТ, т. е. марке Мi + 1. Далее находят длительность 
текущего периода ОТ Ti: 

1.i i iT M M −= −  (3) 

Решение ТОН – НЕ ТОН в работе [6] принимают 
на основе следующих признаков, вычисляемых син-
хронно с ОТ на периоде основного тона [8]:  

1. Логарифм частоты пересечения нулевого уров-
ня сигналом (ЛПЧН) 

0lg( ),cr zZ K M T=  (4) 

где Kz – нормирующий коэффициент; M – количест-
во пересечений нулевого уровня на периоде основ-
ного тона.  

2. Логарифм энергии сигнала: 

2

1
lg ,

=

⎛ ⎞
= ε +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

N

e i
i

E K x  (5) 

где Ke – нормирующий коэффициент; N – длитель-
ность периода основного тона в отсчетах; xi – отсчеты 
исходного речевого сигнала; ε – малая величина, пре-
дотвращающая логарифмирование нулевой суммы. 

3. Нормализованный коэффициент корреляции 
с единичной задержкой: 

1
2

1
1 1

(1) ,
−

+
= =

⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑
N N

c i i i
i i

R K x x x  (6) 

где Kс – нормирующий коэффициент; N – длитель-
ность периода основного тона в отсчетах; xi – отсче-
ты исходного речевого сигнала.  

Из признаков Zcr, E, R(1) формируют обобщенный 
признак G(i), где i –  номер текущего периода ОТ:  

(1) .= G
cr

R EG К
Z

 (7) 

Область значений обобщенного признака G(i) при 
помощи порогов g0, g1, g2  разбивают на четыре по-
добласти: «Уверенно НЕ ТОН», «Неуверенно НЕ 
ТОН», «Неуверенно ТОН» и «Уверенно ТОН». 
Окончательное решение Т/НТ принимают на этапе 
постобработки в блоке окончательного принятия 
решения Т/НТ. 

Значения параметров Tav, Q, A, g0, g1, g2 в рабо-
те [6] определялись оператором экспериментально, 

и оптимальные значения подбирали индивидуально 
для каждого диктора. Кроме того, в алгоритме, пред-
ложенном в работе [6], не оценивали полярность ре-
чевого сигнала, поступающего на обработку. Отсут-
ствие оценки полярности сигнала, поступающего на 
обработку, может привести к дополнительным 
ошибкам оценки частоты ОТ.  

Структурная схема алгоритма выделения ОТ (ал-
горитм GS2), основанного на методе GS и обеспечи-
вающего автоматическую настройку параметров ал-
горитма,  представлена на рис. 2. Алгоритм состоит 
из четырех основных блоков: блок предварительной 
обработки, блок простановки марок, блок начальной 
оценки частоты ОТ и блок принятия решения ТОН – 
НЕ ТОН. 

Блок предварительной обработки. В состав 
блока предварительной обработки входят: фильтр 
нижних частот (ФНЧ) [9], фильтр верхних частот 
(ФВЧ), определитель рабочей полуволны сигнала 
и логарифматор. В отличие от работы [6], добавлен 
cубблок определения полуволны речевого сигнала. 
Работа субблока основана на оценке асимметрии 
речевой волны [10, 11]. 

Блок простановки марок состоит из следующих 
субблоков: субблок построения семейства функций 
решения; субблок поиска максимума и простановки 
марки и субблок адаптации параметров алгоритма 
GS2 к значению нового периода ОТ. В отличие от 
работы [6], в субблоке построения функций решения 
для каждого нового периода ОТ строят семейство 
функций решения [12]. Каждая из функций решения 
определяет положение максимума на новом лепестке 
сигнала, который рассматривают в качестве канди-
дата в марки нового периода ОТ.  

В субблоке поиска максимума и простановки 
марки для каждого из максимумов, найденного се-
мейством функций решения, вычисляют длитель-
ность предполагаемого нового периода ОТ и отно-
шение d этой длительности к длительности предше-
ствующего периода ОТ. Из  множества максимумов, 
найденных функциями решений, выбирают тот [12], 
который имеет наименьшее значение коэффициен-
та d. В месте расположения этого максимума ставят 
марку нового периода ОТ. Если отношение длитель-
ностей нового периода ОТ к длительности предшест-
вующего периода ОТ превышает порог отношения 
периодов (dпор = 0,25) или порог изменения амплиту-
ды найденных соседних периодов (KL = 0,3), то ини-
циализируется работа алгоритма начальной оценки 
частоты ОТ методом АКФС. Метод АКФС является 
интегральным методом определения частоты ОТ 
и оценивает частоту ОТ путем построения  автокор-
реляционной функции спектра (АКФС) [13]. Дли-
тельность нового периода ОТ, соответствующую 
проставленной марке, передают в субблок адаптации 
параметров (рис. 2).  

В блоке классификации признака ТНТ на первом 
проходе производят расчет обобщенного признака G 
(формула (9)) для каждого найденного периода ОТ. На 
втором проходе выполняют построение гистограммы 
распределения обобщенного признака G и определение 
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интервалов гистограммы: уверенно ТОН, уверенно НЕ 
ТОН, неуверенно ТОН, неуверенно НЕ ТОН – с после-
дующим отнесением каждого периода к тому или ино-

му интервалу. На последнем шаге принимают оконча-
тельное решение ТОН – НЕ ТОН и корректируют 
ошибки для всего произнесения в целом.  

 

ФНЧ ФВЧ
Определение
рабочей

полуволны
Логарифмирование

Блок предварительной обработки

Построеие семейства
функций решения

Поиск максимума
и простановка марки

Адаптация
параметров
метода GS

Блок простановки маркиTi

Анализ
стабильности

периода

Предварительный
анализ ОТ методом

АКФС

РС

Блок предварительной
оценки ОТ

Логарифм энергии

Логарифм частоты
пересечения нуля

Коэффициент
корреляции
с  единичной
задержкой

Вычисление
обобщенного
признака

Определение порогов

Принятие решения Т / НТ

G(t)

Коорд.
марки

T0

Т / НТ

Кординаты марки

Блок принятия решения ТОН − НЕ ТОН

g0,
g1, g2

 
Рис. 2. Структурная схема автоматического выделителя основного тона по методу GS 

Проведены сопоставительные испытания алго-
ритма выделения ОТ, работающего в полностью ав-
томатическом режиме (алгоритм GS2) и алгоритмов 
выделения ОТ, основанных на пиковом, фильтровом, 
автокорреляционном, кепстральном методах, методе 
Рабинера–Голда и методе ЛЛК, реализованных 
в системе SIS 5.0 [15]. Все методы, кроме ЛЛК, тре-
бовали ручной подстройки параметров алгоритма 
выделения ОТ и параметров алгоритма принятия 
решения ТОН/НЕ ТОН (Т/НТ). В методе ЛЛК под-
бирали ручным способом только параметры алго-

ритма принятия решения Т/НТ. Параметры всех ал-
горитмов (кроме алгоритма GS2) устанавливали та-
ким образом, чтобы обобщенная ошибка выделения 
ОТ [7] была бы минимальной.  

Итоговая оценка средней по дикторам и произне-
сениям обобщенной ошибки [7] представлена в таб-
лице. На всех типах сигналов алгоритм GS2 показал 
наименьшую обобщенную ошибку, хотя отличия от 
метода ЛЛК на сигнале, ограниченном полосой те-
лефонного канала и на клиппированном сигнале, 
нельзя считать статистически различными.  
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Результаты испытаний выделителей ОТ 
Метод Сигнал GS Пиков. Кепстр. Автокор. Рабинер–Голд Фильтр. ЛЛК 

Без шума 2.98 4.47 6.69 12.82 6.63 7.79 3.69 
C/Ш = 5 дБ 18.01 21.54 26.10 24.48 18.76 21.97 23.86 
Телефон 10.49 18.91 11.00 25.83 35.41 24.15 10.93 
Клиппир. 1.97 14.81 7.87 10.80 4.63 8.72 2.06 
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V. B. Gitlin, D. A. Luzin 
Automatic Pitch Speech Extraction Algorithm Based on GS Method 

Automatic pitch speech extraction algorithm is described. Results of comparative testing of the proposed algorithm with peak-peaking, filtered, 
cepstral, autocorrelation, Gold-Rabiner and LLK methods are shown. 

 
 



Управление, вычислительная техника и информатика 

 
© Ермилов В. В., Исенбаева Н. Н., 2008 

161

УДК 004.896 
 

В. В. Ермилов, аспирант; 
Н. Н. Исенбаева, магистрант 

Ижевский государственный технический университет 
 

ОНТОЛОГИЧЕСКИЙ СПРАВОЧНИК  
ПО ГЕОМЕТРИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ 

 
Статья посвящена электронному онтологическому справочнику по геометрическому моделированию, который позиционируется как 

компонент интерактивных обучающих систем по аналитической геометрии, начертательной геометрии, инженерной графике и гео-
метрическому моделированию. Описаны используемая онтологическая модель предметной области, структура онтологического спра-
вочника, примеры определений геометрических понятий и пользовательский интерфейс онтологического справочника. 

 
 

нтологический справочник по геометриче-
скому моделированию, в котором сущ-
ность понятий опирается на традиционное 

математическое представление и программный 
код, весьма актуален, с одной стороны, как компо-
нент интерактивных обучающих систем (ИОС) по 
аналитической геометрии, начертательной геомет-
рии, инженерной графике и геометрическому мо-
делированию, с другой стороны, как библиотека 
функций и процедур для геометрических подсис-
тем САПР. 

Основными компонентами ИОС, основанной на 
онтологии предметной области, являются: 

• онтологическая модель предметной области 
(ОМПО); 

• глубоко структурированный текст учебника; 
• содержание с гиперссылками на соответствую-

щие пункты и подпункты учебника; 
• онтологический справочник с закладками и ги-

перссылками на ОМПО и те места учебника, где 
подробно описываются или применяются соответст-
вующие понятия; 

• упражнения, задачи и другие материалы для 
развития практических навыков со ссылками на них 
из содержания; 

• инструментарий тренинга и контроля, обеспе-
чивающий интерактивный режим обучения. 

В качестве инструмента разработки учебных он-
тологий предлагается система KG (Knowledge Guide-
book), разработанная на кафедре «Автоматизирован-
ные системы обработки информации и управления» 
Ижевского государственного технического универ-
ситета [1]. Система ориентирована на эксперта, не 
владеющего программированием.  

Система KG содержит средства: 
• для совместного использования людьми или 

программами единого описания структуры инфор-
мации; 

• возможности повторного использования знаний 
в предметной области (ПО); 

• удобного представления информации для ана-
лиза знаний в предметной области. 

Благодаря большей степени конкретизации смыс-
ла тех или иных понятий ПО и отношений между 
ними, использование KG в учебном процессе позво-
ляет облегчить обучение студентов общим принци-

пам проектирования онтологий и их использованию 
в практических задачах. 

В системе KG управления базами знаний имеется 
три базовых физических конструкции для хранения 
информации [2]: дерево – концепт – экземпляр 
(рис. 1); шесть семантических категорий для напол-
нения концептов и экземпляров: свойство, предмет, 
процесс, отношение, сюжет, ситуация (рис. 2). 

 

Дерево Концепт Экземпляр
 

Рис. 1. Конструктивные элементы базы знаний 

ПроцессСвойство Предмет Отношение Сюжет Ситуация

Концепт

 
Рис. 2. Виды концептов 

Онтологическая модель предметной области 
(ОМПО) представляет собой семейство деревьев 
(таксономий) перечисленных семантических катего-
рий, узлы которых связаны между собой различными 
отношениями. 

Особенностью этой онтологической модели яв-
ляются строгие математические модели для каждой 
сущности. 

Онтологический толковый словарь (ОТС) – это 
толковый словарь, в котором каждое слово или ус-
тойчивое словосочетание имеет определение (толко-
вание) такое, что каждое ключевое слово содержит 
гиперссылку на определение в этом же словаре и на 
понятие в онтологической модели предметной об-
ласти, где имеется математическая модель понятия 
(геометрическая модель, или вычислительная мо-
дель, или граф) [3]. 

Каждое понятие онтологического словаря содер-
жит: 

1) слово или словосочетание – имя понятия; 
2) толкование (определение) и его литературный 

источник; 
3) список ключевых слов и ссылок на ОМПО; 
4) атрибуты ассоциативного поиска; 
5) состав; 
6) математическую модель; 

О 
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7) способы применения со ссылками на классы 
в ОМПО. 

Примеры определения понятий геометрического 
моделирования: 

Предмет Эллипс // Прямой эллипс 
Атрибуты Центр (С) : Точка; Большая полу-

ось (a), Малая полуось (b) : Величины; 
Ограничения a >= b. 
 
Отношение Принадлежность точки эллипсу 
Объекты Точка (T) : Точка; Эллипс (E) : Эллипс; 
Ограничения (T.X–E.C.X)2 / E.a2 + (T.Y–E.C.Y)2 / 

E.b2 = 1. 

Функция Угол между векторами // Определяет 
угол между парой векторов в радианах 

Вход Вектор1 (V1), Вектор2 (V2) : Вектор; 
Выход Угол (A): Величина угла; 
Метод A = Arcos( V1 * V2 / (Длина(V1) * Дли-

на(V2))). 
 
Операция Скалярное произведение векторов // 

Инфиксное обозначение “*” 
Вход Вектор1 (V1), Вектор2 (V2) : Вектор 
Выход Произведение (P) : Вещественное число; 
Метод P = V1.X * V2.X + V1.Y * V2.Y. 
На рис. 3 изображена экранная форма справочника. 

 

 
Рис. 3. Экранная форма справочника 

В системе KG свойства описываются в разделе 
знаний о свойствах материалов, предметов, процес-
сов, который представляет собой классификационное 
дерево свойств (атрибутов), сгруппированных по 
назначению, физическим, физиологическим, психо-
физическим, социологическим и прочим критериям. 
Это позволяет унифицировать понятия свойств, ис-
пользовать их многократно и, самое важное, сопос-
тавлять объекты из разных классификационных де-
ревьев и предметных областей. 

Концепт-свойство имеет вид: 
<Свойство> ::= <Имя>, [<Комментарий>], <Тип 

значения>, [<Метод>], 

где Имя – имя свойства; Комментарий – текст на 
естественном языке; Тип значения – непрерывный 
(real), например длина, площадь, вес, скорость и т. п.; 
дискретный (integer), например количество; денеж-
ный; качественный (перечислимый), например «ма-
лый», «средний», «большой» и т. п.; текстовый 
(string); ссылочный; Метод – способ вычисления 
свойства. 

В свойствах описаны характеристики тех или иных 
терминов с их толкованием. Объекты включают в се-
бя термины, имеющие свои определения. В действиях 
описываются процессы, совершаемые над объектами. 
Дерево понятий можно увидеть на рис. 4. 
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Рис. 4. Дерево понятий 

Каждому понятию в ОТС соответствует толкова-
ние, которое может содержать в себе ссылки на дру-
гие понятия, имеющиеся в данном ОТС (рис. 5). 

В заключение отметим, что предложенный онто-
логический словарь использовался в разработке ин-
терактивной обучающей системы по компьютерной 
графике, что позволило упорядочить и систематизи-
ровать большой объем справочной информации дан-
ного раздела. 

 
Рис. 5. Толкование понятия 

Также с использованием предлагаемого онтоло-
гического справочника была разработана система 
параметрического геометрического моделирования 
на плоскости. С помощью математической состав-
ляющей определений геометрических понятий в сис-
теме осуществляется автоматический синтез системы 
уравнений, описывающих параметрическую геомет-
рическую модель [4]. Решив такую систему уравне-
ний, получаем экземпляр параметрической геомет-
рической модели, соответствующий заданным пара-
метрам и отношениям. 
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The article is devoted to the electronic ontological dictionary on geometrical modeling which serves as a component of interactive training sys-
tems on analytical geometry, descriptive geometry, engineering graphics and geometrical modeling. The subject domain ontological model, 
the dictionary structure, examples of geometrical concept definitions, and the user interface of the dictionary are described. 
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КОНСТРУИРОВАНИЕ ГРАФОВ С МИНИМАЛЬНОЙ СРЕДНЕЙ ДЛИНОЙ ПУТИ 

 
В статье рассмотрена проблема поиска топологий графов с минимальной средней длиной пути.  Предложен алгоритм конструиро-

вания оптимального графа. Найдена регулярная топология графов, проявляющая свойства тесного мира. Проведен сравнительный ана-
лиз свойств моделей случайных графов с оптимальной регулярной топологией. 

 
 

  Введение 
одели сложных сетей принято представ-
лять в виде связанных графов G = {V, E}, 
где V – набор узлов сети; E – набор свя-

зей, представляющий собой [2 × V] матрицу перехо-
дов. 

Средняя длина пути между всевозможными па-
рами вершин графа напрямую зависит от выбранной 
топологии – отображения набора связей на множест-
во узлов. В некоторых случаях при правильно вы-
бранной топологии в сетях проявляется эффект тес-
ного мира, означающий небольшое значение средней 
длины пути, несмотря на значительные размеры чис-
ла узлов в сети. Данный эффект обусловливается 
логарифмической зависимостью средней дистанции 
относительно общего числа элементов ln .l N≈   

Поэтому с ростом числа узлов в таких сетях зна-
чение среднего пути изменяется очень медленно 
и является квазипостоянным  при определенных из-
менениях размера сети. 

Однако, кроме правильно выбранной топологии, 
средняя дистанция также зависит от общего числа 
связей: с ростом количества связей непременно 
уменьшается средняя длина пути, поэтому большин-
ство моделей, в которых проявляется эффект тесного 
мира, представляют собой плотные (dense) сети, где 
число связей в несколько раз превосходит число уз-
лов. Как следствие, некоторые модели могут иметь 
чрезвычайно большую степень вершин, недопусти-
мую в определенных задачах. 

В данной статье ставится задача поиска опти-
мальной топологии графа, удовлетворяющей одно-
временно трем следующим условиям:  

1) кратчайшая средняя длина минимальна; 
2) число связей минимально; 
3) степень вершины графа не превышает макси-

мальное значение. 
Известные модели 
Рассмотрим сначала несколько известных моде-

лей в контексте задачи об оптимальной длине. 
• Полносвязанная сеть: 

модель полносвязанного графа при числе вершин N, 

сеть имеет ( 1)
2

N N −  связей при условии неориенти-

рованного графа.  

 
Средняя длина пути в такой модели будет мини-

мальна (=1), однако степень каждой вершины будет 
неоправданно велика (N – 1). 

• Тополология «звезда»: 

 
при числе вершин N сеть имеет N – 1 связей при ус-
ловии неориентированного графа. Средняя длина 
пути данной модели будет  равна ~2 независимо от 
N, однако степень центрального узла будет равняться 
N – 1. 

Если число N невелико, данная топология будет 
полностью удовлетворять условиям поставленной 
задачи. Однако зависимость степени центрального 
узла от общего числа элементов делает невозмож-
ным использование данной топологии для большого 
числа элементов. 

• Модель случайных графов  

 

М 
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В классической теории случайных графов Эрде-
ша–Реньи [5, 6] число и размещение связей между 
узлами задается вероятностно. Следовательно, в сис-
теме, состоящей из N элементов, каждая пара узлов 
связывается с вероятностью p. В результате этого 
в систему добавляется p-я часть от максимально воз-

можного числа связей: ( )1
.

2
N N

E = p
−

  

Число степеней вершин такого графа будет рас-

пределено по закону Пуассона: ( )( ) ,
!

k
k kp k e

k
−< > < >

≅  

где pNk ≈><   – средняя степень вершин. 
В работе [3] показывается, что средняя длина пу-

ти в такой модели будет равна: 

ln ,
lnER

Nl
k

≈
< >

 

где ln ,k N< > ≥  что является условием гарантии 
связанности случайных графов.  Средняя дистанция 
при минимальном числе связей в такой модели будет 

приблизительно равна ln .
ln ln

N
N

 

• Модель расширяемой  сети (Scale Free 
Barabasi-Albert model) 

 
Классическая модель, предложенная Альбертом 

и Барабаши, является, пожалуй, наиболее изученной 
моделью сложных сетей.  Алгоритм построения ос-
новывается на двух утверждениях: 

1. Рост. Каждый момент времени в уже сущест-
вующую размером N сеть добавляется новый эле-
мент n1, связываясь с m < N элементами. 

2. Предпочтительное присоединение: выбор узла, 
с которым новый элемент будет соединен, зависит от 
его степени, т. е. от количества уже соединенных 
с ним элементов. 

В такой модели степени вершин распределены по 
степенному закону [1, 2]: 

( ) ,P k k −α≈  

где ( )P k  – вероятность, что узел будет иметь сте-
пень ;k  α  – степенной параметр. Было проведено 
исследование данной модели на предмет минималь-
ной средней длины пути [4, 7, 8] и получено ее ана-
литическое значение: 

для 1=m  ln ;BAl N≈  

для 2≥m

3

3

2 3

ln ,

ln / lnln (*),

lnln (**).

⎧ ≈
⎪

≈⎨
⎪ ≈⎩

б>
BA
б=
BA

<б<
BA

l N

l N N

l N

 

Как видно, средняя длина пути изменятся лога-
рифмически с ростом общего числа узлов для m = 1 
или α  > 3. В частных случаях, средняя длина данной 
сети может изменяться по зависимости (*), схожей 
с зависимостью для случайных графов Эрдеша–
Реньи. [3] В случае 2< α <3, m>1, длина пути изменя-
ется по двойному логарифму (**) [4, 7], что является 
свойством экстремально тесного мира. Однако ре-
альной топологией такой сети будет являться звезда, 
т. е. один ярко выраженный хаб со степенью ~N, со-
единенный с остальными узлами. Как уже было ска-
зано выше, топология «звезда» не может быть ис-
пользована в поставленной задаче.  

При m = 1 данная модель будет иметь минималь-
но возможное число связей N – 1 и будет проявлять 
свойства тесного мира. Общее число связей такой 
сети будет равно ~ ( 1).E m N −  

• Модель тесного мира (Watts-Strogatz Small 
world model) 

 
Алгоритм моделирования сетей тесного мира был 

впервые предложен Уотсом и Строгацем в 1998 г. [9].  
В основе алгоритма лежит изучение свойств гра-

фа, полученного из регулярной решетки степени k,  
связи которой случайно перераспределены с вероят-
ностью p. В статье [9] показано, что с ростом вероят-
ности p средняя длина пути резко спадает по экспо-
ненциальному закону. Поэтому  при перераспреде-
лении даже небольшого числа связей средняя длина 
пути стремится к  минимуму: ln / ln , ln ,swl N k k N≈ ≥  
что является ожидаемой средней длиной случайных 
графов. Общее число связей данной модели будет 

равно .
2

kNE ≈  Отличительной особенностью данной 

модели является высокий коэффициент кластериза-
ции при 0, 0,p p→ ≠  характерный для социальных 
сетей тесного мира. 

Вышеописанные модели случайных графов, рас-
тущей сети и тесного мира Уотса–Строгаца прояв-
ляют свойства тесного мира, однако не имеют преде-
ла в максимальной степени вершин, что противоре-
чит поставленной задаче. Рассмотрим способ 
конструирования графа с ограниченной степенью 
вершин с минимальной средней длиной пути. 
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Конструирование графа 
В общем случае  поиск топологии графа с мини-

мальным числом связей и минимальной средней 
длиной сводится к решению минимаксной задачи 
двух переменных.  

Пусть V – набор элементов графа, конечное мно-
жество из N элементов { }1.. .Nv v  Пусть H – набор воз-
можных связей между элементами множества V, 
конечное множество ×N N  элементов { }11.. ,NNh h  где 
численное значение элементов H характеризует вес 
связей: ( ), .ij i jh v v= ρ  

Пусть множество топологий T  графа размерно-
стью N – { }1… Lt t  – конечное множество всех воз-
можных  и допустимых отображений множества свя-
зей H на множество элементов V, результатом кото-
рого будет являться связанный граф. Тогда элемент 
множества ,kt k L≤  представляет собой возможное 
состояние графа размерностью n N≤  с числом свя-
зей 1 ( 1) / 2.N e N N− ≤ ≤ −  Общее число таких воз-
можных состояний L: 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

1
1

2

1
1

2
1

1 2
1

2 2

1.

N
N

N

N
N

nn
N N

N Nn N

L C N

C C

−
−⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
−

−
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

 

Пусть ( , ),nG V E E H⊂  – неориентированный 
граф размерностью Nn ≤  и топологией ,kt k L≤ . 
Требуется определить оптимальное состояние kt  
и оптимальное число связей ( ),s size E=  чтобы 

min
_

→l  и выполнялось условие ограничения степе-
ни вершин: 

_

( ) min,

( , ) : : min,
deg( ) . 

= →⎧
⎪⎪ →⎨
⎪ <⎪⎩

k

s size E

G V E t l
v d

 (1) 

Пусть d – максимально возможная степень каж-
дого узла { }1 .… Nv v  Пусть все возможные связи 

( ),ij i jh v v= ρ  равновзвешенны.  
Рассмотрим алгоритм роста оптимального графа 

(1) с ограниченной степенью вершин. 
Предположим, что сеть изначально состоит из 

одного узла, который будем называть центральным. 
Тогда: 

• в каждый момент времени t  в уже существую-
щую сеть добавляется новый элемент и связывается 
с одним, уже существующим элементом сети; 

• выбор узла, с которым новый элемент будет со-
единен, зависит от его удаленности от центрального 
узла; 

• к каждому узлу может присоединиться не более 
d элементов. 

Таким образом, сеть, растущая по вышеописан-
ному алгоритму, в каждый момент времени будет 
иметь топологию частного случая дерева Кэйли [10]: 
регулярный граф (за исключением граничных узлов) 
степени d наименьшего диаметра. Данная топология 
проявляет фрактальные свойства зависимости воз-
можного числа элементов от уровня сети. Под уров-
нем сети будем понимать число возможных элемен-
тов с одинаковым расстоянием до центрального узла.  
Данный подход к построению сетей получил назва-
ние Limited Degree Fractal (LDF).  На рис. 1 показана 
типичная структура LDF-сети. 

 
0

1
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3

N = 38, d = 5  
а 

1

2

3

0

 
б 

Рис. 1. Уровни LDF-сети.  
Ступенчатое (а) и круговое (б) представление 

Необходимо отметить, что топология «звезда» 
будет являться частным случаем LDF-сети (рис. 2). 

Рассчитаем среднюю длину пути LDF-сети, со-
стоящей из N элементов и максимальной степенью d 
каждого узла. Пусть r – число уровней сети или ра-
диус. Тогда: 

0 1

1.
r r

k k

k k

N d d
= =

= = +∑ ∑  

Исходя из суммы геометрической прогрессии: 
( )1

1.
1

rd d
N

d
−

= +
−
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Преобразовывая, находим:  
1 ( 1)( 1)rd d N d+ = − − +  : .d  

Пренебрегая единицей: 

( 1)( 1) / 1rd d N d= − − +  :log ,d  

log ( 1) log ( 1) 1d dr N d= − + − −  

даже при небольших значениях ,d  log ( 1) 1,d d − →  
поэтому: 

log ( 1) log .d dr N N= − ≅  

 

d → ∞  

d = 10  
Рис. 2. Топология «звезда» как частный случай LDF-сети 

(при d → ∞ ) 

Максимальная длина пути 2 ,l r=  поэтому: 

2log .dl N=  (2) 

На рис. 3 показана теоретическая (2) и практичес-
кая зависимость средней длины пути от числа эле-
ментов системы при фиксированной степени верши-
ны. Логарифмическое изменение роста средней дли-
ны пути говорит о проявлении свойств тесного мира 
у конструируемого графа.  
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Рис. 3. Зависимость средней длины пути от числа N,  

для LDF, d = 20. Теория (пунктир) и практика 

На рис. 4 показана гистограмма распределения 
кратчайших путей в конструируемом графе, на 
рис. 5 – распределение степеней вершин. Как видно 

из рисунка, ~ 1d
d
− % вершин имеют степень 1, 

~ 1
d

% вершин имеют степень d. 
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Рис. 4. Гистограмма кратчайших путей для LDF  

N = 1000, d = 20 
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Рис. 5. Распределение степеней вершин в LDF  

N = 1000, d =20 
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Сравнение свойств 
Сравним основные свойства LDF модели с веро-

ятностными моделями случайных графов (ER), рас-
тущей сети Барабаши–Альберта (BA) и тесного мира 
Уотса–Строгаца (WS). 

• Число связей  
LDF-модель является древовидной, поэтому име-

ет наименьшее возможное число связей: 1−N . Ко-
личество связей BA-модели )1(~ −Nm , где m  – чис-
ло узлов, с которыми соединяется каждый новый 
узел, добавленный в систему. При 1=m  такая мо-
дель будет  также иметь древовидный характер. 
В моделях WS и ER количество связей пропорцио-
нально числу средней степени вершин в системе: 

/ 2.kN  Также в этих моделях существует ограниче-
ние на минимальную среднюю степень вершин 

ln ,k N≥  которое дает гарантию, что граф будет свя-
занным. Поэтому минимально возможное значение 
числа связей таких моделей будет равно: ln / 2.N N  

• Средняя длина пути 
Средняя длина пути как случайных графов, так 

и модели тесного мира ln / ln .l N k=  Сравнивая 
с уравнением (2), получаем:  

2ln / ln ln / ln ,N d N k=  

откуда 2.d k=   
При 2d k>  средняя длина пути LDF-модели бу-

дет меньше, чем WS и ER, при прочих равных усло-
виях, независимо от N. 

Средняя длина пути BA модели для m = 1: ~ ln ,N  
поэтому, подставляя значение в (2), получаем нера-
венство 2 ,d e>  где e  – основание натурального ло-
гарифма. Следовательно, при 8d ≥  средняя длина 

пути в модели LDF будет меньше, чем в древовид-
ной (m = 1) модели BA. С увеличением общего числа 
связей BA-модели при 2m ≥  средняя длина пути 
будет порядка ln / ln ln ,N N  поэтому равенство сред-
ней дистанции такой модели, по сравнению с LDF, 
будет следующего вида: 2(ln ) .d N=  

• Кластерный коэффициент и распределение 
степеней вершин 

В отличие от вероятностных моделей, где рас-
пределение вершин подчиняется тому или иному 
степенному закону, LDF-модель имеет четкую дре-
вовидную структуру с ограниченной степенью вер-
шин. Поэтому распределение степеней в такой 
структуре будет дискретным: 1/ d  часть всех узлов 
будет иметь степень ,d  а ( 1) /d d−  часть – сте-
пень 1 при .N → ∞   

Рассчитаем кластерный коэффициент LDF. Со-

гласно [2], ,1 ( 1)
2

i
i

i i

EC
k k

=
−

 где ik  – число вершин, 

с которыми соединен i-й узел; iE  – общее число свя-
зей между ik  узлами. Если 1ik =  или 0,ik =  то 

0.iC =  Общий коэффициент будет равен 
1 .i

i

C C
N

= ∑  Тогда 

1 2 2 .
( 1) ( 1)ldf

dC
d d d d d

= =
− −

 (3) 

Как следует из (3), кластерный коэффициент не 
зависит от размера сети и зависит только от размера 
фрактала .d  

Выделим основные свойства в таблице: 
 

Параметр LDF WS Small World Scale free BA Random Graphs 
Число связей 1N −  / 2kN  ( 1)m N −  / 2k N< >  
Средняя длина пути ln~ 2

ln
N
d

 ln~
ln

N
k

 m = 1: ~ ln ;l N  
2:m ≥  3 ln ;BAl Nα> ≈  

3 ln / ln ln ;BAl N Nα= ≈  
2 3 ln ln .BAl N<α< ≈  

ln~
ln

N
k< >

 

Кластерный коэф-
фициент 

2~
( 1)

C
d d −

 1 ~ / ,pC k N→  

0 1p pC C> →>>  
~ 5 kC

N
< >  [1] ~ kC

N
< >  

Распределение сте-
пеней вершин 

1~
d

% степень d, 

1~ d
d
− % степень 1 

(рис. 4) 

Закон Пуассона: 
( )( ) ~

!

k
pN pNp k e

k
−  

Степенной закон: 
( ) ~ ap k k −  

Закон Пуассона: 
( )( ) ~

!

k
pN pNp k e

k
−  

 
Заключение 
Предложен алгоритм конструирования графов ре-

гулярной древовидной фрактальной структуры с ми-
нимальной средней длиной пути при минимальном 
числе ребер графа.  

Такая регулярная топология обладает свойством 
тесного мира, а также тривиальным механизмом по-
иска путей в силу своей древовидности.  
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РАЗРЕШИМОСТЬ В КЛАССИФИКАЦИИ ОБРАЗОВ 

 
Изучаются проблемы разрешимости, предопределяющие концепцию конструктивизации в задачах классификации образов. 
 
 

азвитие вычислительной техники, робототех-
ники и информатики стимулирует разработку 
математической теории классификации или 

распознавания образов [1, 4]. 
С расширением математического инструментария 

в распознавании образов (привлечением методов ма-
тематической логики и теории алгоритмов, математи-
ческого моделирования, конструктивной и дискретной 
математики) появляется возможность исследовать 
в первую очередь проблемы разрешимости и вычис-
лимости на конструктивных моделях, решения кото-
рых на ранних этапах теории и практики распознава-
ния образов отодвигались на второй план [1]. 

Проблемы разрешимости: существует ли алго-
ритм, определяющий принадлежность неизвестной 
реализации X  образа x  к рассматриваемому множе-
ству M или к одному из классов разбиения S⇌{M1, 

M2, ..., Mk}, 
1

M M ,
k

i
i=

= U  т. е. вычисляющий предикат 

P( x  = 〈 1,x 2 ,x ..., nx 〉), где 〈 1,x 2 ,x ..., nx 〉 – набор при-

знаков в описании реализации x  образа x ∈ M. 
Проблема вычислимости – установление эффек-

тивной процедуры вычислений разрешимых преди-
катов классификации ( )P ,x  т. е. практической вы-

числимости [7].  
Результаты исследований проблем разрешимости 

и вычислимости следует рассматривать как оценки 
классификации двоякого рода: 

– качественные – есть решение или нет (пробле-
ма разрешимости); 

– количественные – наличие эффективно вычис-
лимых алгоритмов классификации (проблема вычис-
лимости). 

Вычислимость в классификации образов подроб-
но исследована в работах автора [4–6]. 

Рассмотрим инструментальные свойства аппарата 
разрешимости в классификации образов. 

Введем следующие обозначения. 
Под характеристической функцией здесь ⎡°⎤ бу-

дем понимать бинарную функцию вида: 

⎡°⎤ =
1, если  условия в полускобках выполнены;
0 в противном случае.

⎧
⎨
⎩

 

Каждую характеристическую функцию ⎡°⎤ сопро-
вождает соответствующий ей предикат 

P ( )⎡°⎤ =
и, если  = 1, «и истина»;

л, если  = 0, «л ложь».

⎧ ⎡°⎤ −⎪
⎨

⎡°⎤ −⎪⎩
 

Заметим, что характеристические функции ⎡°⎤ 
и предикаты этих функций P ( )⎡°⎤  – близкие поня-

тия. Если первые оперируют вычислимостью, то 
вторые понятиями истинности. 

При абстрагировании в характеристических 
функциях делается упор на вычислимость условия 
в полускобках ⎡°⎤. 

Если результат вычисления дает единицу, то го-
ворят, что условие выполнено и ⎡°⎤ = 1, а предикат 
P ( )⎡°⎤  = и; в противном случае ⎡°⎤ = 0, а предикат 

P ( )⎡°⎤  = л. 

Вычислимость и разрешимость рассматриваются 
применительно к функциям и предикатам от нату-
ральных чисел. Но это не является существенным 
ограничением, т. к. с помощью кодирования эти по-

Р 
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нятия могут быть перенесены и на другие объекты 
(полиномы, матрицы и т. д.). 

Предикат P ( )⎡°⎤  является алгоритмически или 

эффективно разрешимым, или просто разрешимым, 
если характеристическая функция ⎡°⎤ вычислима; 
предикат P ( )⎡°⎤  неразрешим, если функция ⎡°⎤ не-

вычислима [7, с. 30]. 
Введенные понятия характеристической функции 

⎡°⎤ и ее предиката P ( )⎡°⎤  позволяют установить тес-
ную связь между проблемой вычислимости и про-
блемой разрешимости [4]. 

I. Алгебра разрешимости 
Введем алгебру разрешимости, используя базис 

булевых операций: &, ∨ , ¬  [7, с. 45]. 
Если P ( )⎡°⎤ , Q ( )⎡°⎤  – разрешимые предикаты, 

то разрешимы и следующие предикаты: 
a) ¬ P ( )⎡°⎤  – отрицание предиката; 

б) P ( )⎡°⎤ &Q ( )⎡°⎤  – конъюнкция предикатов; 

в) P ( )⎡°⎤ ∨ Q ( )⎡°⎤  – дизъюнкция предикатов. 

Тогда любой предикат в конструктивных моделях 
классификации есть некоторая формула U как булева 
комбинация формул из класса Г, если она принадлежит 
наименьшему классу формул, содержащему Г и замк-
нутому относительно операций: &, ∨ , ¬  [2, с. 276]. 

2. Далее, переходя на язык характеристических 
функций, свяжем понятия разрешимости и вычисли-
мости: 

a) предикат ¬ P ( )⎡°⎤  разрешим, если вычислима 

его характеристическая функция ( ) P⎡ ⎤¬ ⎡°⎤⎢ ⎥ ; 

б) предикат P ( )⎡°⎤ &Q ( )⎡°⎤  разрешим, если вы-
числима его характеристическая функция 

( ) ( )P &Q⎡ ⎤⎡°⎤ ⎡°⎤⎢ ⎥ ; 

в) предикат P ( )⎡°⎤ ∨ Q ( )⎡°⎤  разрешим, если вы-
числима его характеристическая функция 

( ) ( )P Q⎡ ⎤⎡°⎤ ∨ ⎡°⎤⎢ ⎥ . 

II. Полнота и независимость сигнатур конст-
руктивных моделей классификации 

Известны результаты по функциональной полно-
те в k-значной логике, например критерий Поста–
Яблонского, критерий Слупецкого [8]. 

Пусть конструктивная модель классификации 
M⇌〈M,S〉 с основным множеством M⇌{ 1,a  2 ,a  ..., 

ma } и сигнатурой S⇌〈P1, P2, ..., Pn〉, где Pi – предика-

ты классификации, I = 1, ;n  M∑  – семейство пре-
дикатов на множестве M. 

Определение  1  [4, с. 148]. Сигнатуру S⇌〈P1, 
P2, ..., Pn〉 модели M⇌〈M,S〉 назовем полной относи-
тельно системы предикатов M,∑  если любой преди-

кат этой системы можно получить из предикатов сиг-
натуры S с помощью логических связок: &, ∨ , ¬ . 

Определение  2  [4, с. 148]. Сигнатура S модели 
M⇌〈M,S〉 независима, если ни один предикат сиг-
натуры S нельзя получить из других предикатов 
этой сигнатуры, связывая их логическими связками: 
&, ∨ , ¬ . 

Теорема  1  [4, с. 148]. Сигнатура Sp модели Mm 
полна относительно любой системы k-местных пре-
дикатов M,m

k∑  где предикаты сигнатуры Sp⇌〈P1, ..., 
Pn〉 интерпретируются следующим образом: 

и,  если , 1, , 1, ;
P ( )

л в противном случае.
⎧ = = =⎪= ⎨
⎪⎩

i
j

x a i m j n
x  

Относительная полнота и независимость сигнатур 
конструктивных моделей используется для построе-
ния классификаторов отношений последовательно-
параллельного действия, дешифраторов и генерато-
ров предикатов [4]. 

III. Разрешимость, неразрешимость и частич-
ная разрешимость 

Следуя [7], уточним основные понятия (не) раз-
решимости для конструктивных моделей классифи-
кации. 

1. Предикат P ( )⎡°⎤  разрешим, если его характе-
ристическая функция: 

( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ =
( )
( )

1, если  P  истинно;

0, если  P  ложно

⎧ ⎡°⎤⎪
⎨

⎡°⎤⎪⎩
 

вычислима. При исследовании проблемы разреши-
мости используются различные термины, эквива-
лентные понятию разрешимости предиката P ( )⎡°⎤ , 

типа: предикат P ( )⎡°⎤  – рекурсивен, имеет рекур-
сивную проблему разрешения, рекурсивно разре-
шим, вычислим [7].  

Алгоритм, вычисляющий ( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ , назовем раз-

решающей процедурой для предиката P ( )⎡°⎤ . 

Предикат P ( )⎡°⎤  неразрешим, если он не являет-
ся разрешимым. 

Предикат P ( )⎡°⎤  частично разрешим, если его 
частичная характеристическая функция: 

( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ =
( )

( )
1, если  P  истинно;

не определена, если  P  ложно

⎧ ⎡°⎤⎪
⎨

⎡°⎤⎪⎩
 

вычислима. 
Термины, эквивалентные понятию «предикат 

P ( )⎡°⎤  частично разрешим», – полувычислимый 
и рекурсивно перечислимый [7]. 
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Если для некоторого класса конструктивных мо-
делей проблема вычислимости решена достаточно 
эффективно, то разрешимость моделей этого класса, 
как правило, получается в виде простого следствия. 
С другой стороны, если установлена проблема раз-
решимости, то последующая эффективная вычисли-
мость может быть достигнута известными конст-
руктивными методами [4]. 

Общие методы доказательства (не) разрешимо-
сти теорий изложены в монографии Ю. Л. Ершо-
ва [2]. 

В данной работе рассматривается разрешимость 
конструктивных моделей классификации через эф-
фективную (практическую) вычислимость характе-
ристических функций. 

IV. Алгебра характеристических функций 
Характеристическая функция предиката ( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥  

есть снова характеристическая функция ⎡°⎤, т. е. 

( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ = ⎡°⎤. 

Аналогичным образом определяются характери-
стические функции для базиса булевых операций 
{&, ∨ , ¬ }: 

1) ( ) ( )P &Q⎡ ⎤⎡°⎤ ⎡°⎤⎢ ⎥ = ( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ & ( )Q⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ ; 

2) ( ) ( )P Q⎡ ⎤⎡°⎤ ∨ ⎡°⎤⎢ ⎥ = ( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ ∨ ( )Q⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ ; 

3) ¬ ( )P⎡ ⎤⎡°⎤⎢ ⎥ = ¬ P ( )⎡°⎤ = ¬ ⎡°⎤. 

Определим вычислимость в алгебре B⇌〈⎡°⎤; 
&, ,∨ ;¬  0,1〉 для любых характеристических функ-
ций ⎡°⎤1, ⎡°⎤2. 

1. ¬ ⎡°⎤= 1, если  0;
0 в противном случае.

⎧ ⎡°⎤ =⎪
⎨
⎪⎩

 

2. ⎡°⎤1 & ⎡°⎤2 = 1 21, если  =1 и =1;
0 в противном случае.

⎧ ⎡°⎤ ⎡°⎤⎪
⎨
⎪⎩

 

3. ⎡°⎤1 ∨  ⎡°⎤2 = 1 20, если  =0 и =0;
1в противном случае.

⎧ ⎡°⎤ ⎡°⎤⎪
⎨
⎪⎩

 

Во введенной алгебре характеристических функ-
ций выполняются все законы алгебры логики [3]. 

Например, аксиомы закона де Моргана: 

а) ¬ 1 2&⎡ ⎤⎡°⎤ ⎡°⎤⎢ ⎥ = ¬ ⎡°⎤1 ∨  ¬ ⎡°⎤2; 

б) ¬ 1 2⎡ ⎤⎡°⎤ ∨ ⎡°⎤⎢ ⎥ = ¬ ⎡°⎤1 & ¬ ⎡°⎤2. 

Алгебра B открыта, в частности, для оптимиза-
ции проектирования распознающих систем (класси-
фикаторов), можно пополнить сигнатуру над харак-
теристическими функциями за счет арифметических 
(+,×) и дополнительных логических ( ,→ ,≡ ,⊕ ,↓ /, 
← ) операций из класса P2 [8]. 

С целью расширения области приложений конст-
руктивных методов доказательства разрешимости 
введем понятия обобщенных характеристических 
функций, т. е. характеристических функций, прини-
мающих своими значениями натуральные числа. 

Пусть NΦ{0, 1, 2, …}, ℑkΦ{1, 2, …, k}, k∈N\{0}. 
Тогда k-местную операцию сложения обобщенных 

характеристических функций представим рекурсивно: 

1=

⎡°⎤∑
k

i
i

=
1 1

1 2
1

1

,  если 1,  \{0};

 ,  если 2;

, если 2.
−

=

⎧
⎪

= ∈⎪
⎪⎡°⎤ + ⎡°⎤ =⎨
⎪⎛ ⎞⎪ ⎡°⎤ + ⎡°⎤ >⎜ ⎟⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩
∑
k

i k
i

n k n N

k

k

 

Аналогично по рекурсии, определив k-местную 
операцию умножения: 

1

k
i

i=
⎡°⎤∏ =

1 1

1 2
1

1

, если 1, \{0};

 , если 2;

если 2,
k

i k
i

n k n N

k

, k
−

=

⎧
⎪ = ∈⎪⎪⎡°⎤ ⋅ ⎡°⎤ =⎨
⎪⎛ ⎞⎪ ⎡°⎤ ⋅ ⎡°⎤ >∏⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 

получим алгебру A = 〈N; kΔ 〉, где сигнатура kΔ  = 
= 〈 ,kΣ kΠ 〉 с обобщенными k-местными операциями 

сложения kΣ и умножения kΠ  для обобщенных ха-
рактеристических функций ⎡°⎤i, i ∈ ℑk. 

В заключение отметим, что алгебра характери-
стических функций представляет инструментарий 
эффективной (практической) вычислимости для ис-
следования разрешимости конструктивных моделей 
классификации широкого круга задач. 
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СИМУЛЬТАННОСТЬ В КЛАССИФИКАЦИИ БИНАРНОЙ ИНФОРМАЦИИ 

 
Рассматривается моделируемость принципа симультанности (одномоментности) в классификации бинарной информации. 
 
 

Введение 
адачи построения быстрых алгоритмов и ап-
паратно-программных комплексов для клас-
сификации и распознавания бинарной инфор-

мации в кибернетике и вычислительной технике ос-
таются весьма актуальными [1, 2]. 

Рассмотрим в стандартной постановке [3, с. 11] 
задачи классификации и распознавания некоторого 
множества конструктивных (конечных) объектов, 
заданных системой бинарных признаков xi ∈ {0, 1}, 
i = 1, .n  

Пусть M – исходное множество классифицируе-
мых (распознаваемых) образов x произвольной при-
роды; K – множество конструктивных (конечных) 
объектов; :ϕ  M → K – функция кодирования клас-
сифицируемых (распознаваемых) образов x конеч-
ным множеством из K. 

O⇌{ 1,X  2 ,X  ..., mX } – обучающая выборка-
семейство множеств ,iX  I ∈ ℑm ⇌ {1, 2, ..., m}, т. е. 
набор известных реализаций (описаний) iX  класси-
фицируемых (распознаваемых) образов, заданных 
кортежем бинарных признаков x  = 〈x1, ..., xn〉, 
xi ∈ {0, 1}, i ∈ ℑn ⇌ {1, 2, ..., n}. X  – неизвестная  
реализация классифицируемого (распознаваемого) 
образа x. 

S ⇌ {N1, N2, ..., Nt} – разбиение обучающей вы-
борки на классы (эталоны) Nj, j ∈ ℑt ⇌ {1, 2, ..., t}, 
Ni ∩  Nj = ∅  для i ≠ j. 

f: ℑm → ℑt – классифицирующая функция, закреп-
ляющая номера i∈ℑm элементов обучающей выборки 

iX  ∈ O за номерами эталонов-классов Nj ∈ S, j ∈ ℑt, 
t – число классов; множество номеров эталонных 
объектов Dk = {i | f(i) = k}, k ∈ ℑt. 

Тогда в общей постановке задачи распознавания 
и классификации определим через операции вычис-
ления характеристических функций следующим об-
разом: 

1. Распознавание: 

( ) ( )M K (M )

1, если (M ) K;

0 в противном  случае.

⎡ ⎤∀ ∈ ∃ ∈ ∈ϕ =⎢ ⎥
∈ϕ ⊆⎧⎪= ⎨

⎪⎩

x i

i

X X

X  

2. Классификация: 

( )
1, если , ;

O
0 в противном  случае.

∈ ∈⎧⎪⎡ ⎤∀ ∈ ∈ = ⎨⎢ ⎥ ⎪⎩

j t
j

jX N J
X X N  

3. Идентификация: 

( )
1, если , ;

O
0 в противном  случае.

= ∈⎧
∀ ∈ = =⎡ ⎤ ⎨⎢ ⎥

⎩
i m

i

iX X J
X X X  

Постановка задачи 
Пусть на входе экспертной системы в устройстве 

для распознавания и классификации стоит некото-
рый интерфейс, записывающий бинарную информа-
цию об исследуемом объекте в n-разрядный двоич-
ный регистр PГ〈x1, x2, ..., xn〉, где xi ∈ {0, 1}, i ∈ ℑn ⇌ 
⇌ {1, 2, ..., n}. 

Обучающая выборка задана матрицей O = 
 ij m n

u
×

, 

где iju ∈{0, 1}, i=1,m , j=1,n . 
Через интерфейс на регистр PГ поступает неиз-

вестная реализация 〈x1, x2, ..., xn〉. 
Необходимо в обучающей матрице O найти та-

кую компоненту iju  ∈ O, чтобы ( ) ,n j j
i x ui

⎡ ⎤∀ ∈ =⎢ ⎥⎣ ⎦
J  

тогда f(i) – искомый класс, причем для больших m 
и n вычисления должны быть максимально возможно 
быстрые.  

Решение 
Очевидно, комбинаторный подход к решению 

«в лоб» задачи идентификации j ijx u⎡ ⎤=⎣ ⎦  путем пол-
ного перебора и покомпонентного сравнения с рет-
роспективной информацией в обучающей выборке O 
потребует огромных вычислительных ресурсов. 

Чтобы снять это ограничение, необходимо вы-
полнить линеаризацию [3], т. е. предобработку ис-
ходных данных xi ∈ {0, 1}, i ∈ 1, ,n  и ретроспектив-
ных iju  ∈ O в предельно коротком цикле принятия 
решения. 

Цель линеаризации – развести «слипающиеся» 
элементы xi ∈ {0, 1} путем перевода их из кортежа x  
во множество ,X  которое будет учитывать номер 
признака с последующим получением эталонов 
в информативных зонах множеств iX  в обучении. 

З 
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Построение симультанного идентификатора би-
нарной информации возможно при условии непроти-
воречивости обучающей матрицы O. 

Линеаризуем для каждого i ∈ ℑm неизвестный 
кортеж x′ =〈x1+2, x2+4, ..., xj+2j, …, xn+2n〉, где j ∈ ℑn, 
обучающий кортеж iu =〈 xi1+2, xi2+4, ..., xij+2⋅j, …, 
xin+2⋅n〉. 

Тогда для симультанного (одномоментного, т. е. 
предельно быстрого) принятия решения нужно про-
верить условие существования m информативных 
точек идентификационных меток ia ∈, чтобы срав-

нивать неизвестную реализацию x =〈 x1, ..., xn〉 толь-
ко по одной характерной точке ,jx  достаточной для 
выполнения идентификации: 

( ) ,n j ijj x u⎡ ⎤∀ ∈ =⎣ ⎦J  i ∈ ℑm. (1) 

Найденное i ∈ ℑm, для которого выполняется вы-
ражение (1), укажет с помощью классифицирующей 
функции класс f(i), которому принадлежит неизвест-
ная реализация x =〈x1, ..., xn〉. 

Рассмотрим кортежи iu ∈ O, i ∈ ℑm, где m ≤ n, как 

множества 1 :Vi  

1Vi  ⇌ {ui1+2, ui2+4, …, uin +2j, ..., uin+2n}. 

Далее для j=1, 1m +  построим итерационный про-
цесс 

1V j
i

+  = 
1 1

  \ , если \   ;V V V V
 в противном случае,V

⎧ ≠ ∅⎪
⎨
⎪⎩

j j
i ji j

j
i

 

который сопровождает логическая матрица 

    
Q ,m m ij m m

q× ×
=  где  

qij = 
10,  если \ ;V V

1в противном случае.

⎧ ≠ ∅⎪
⎨
⎪⎩

j
i j  

Необходимым условием существования m иден-
тификационных меток (информативных точек) 

ia ∈ 1,V +m
i  i ∈ ℑm, для симультанного принятия ре-

шения является единичность логической матрицы 
    Q E ,× ×=m m m m  где   Em m×  – единичная матрица раз-

мера m×m [4, с. 157]. 
Пусть это условие выполнено, тогда выберем ин-

формативные точки ia ∈ 1Vm
i

+  и вычислим информа-
тивные номера ,ij  i ∈ ℑm, j ∈ ℑn так, что 

ij = μ j( ai =
iiju +2 ij ), где μ  – оператор минимиза-

ции [5]. 
Выделим условия симультанного способа приня-

тия решения. 
Теорема 1 [3, с. 92]. Логическая матрица 

Q =
  ij m m

q
×

 единична тогда и только тогда, когда 

( )
{ }

1

 \

\  .
 m

j
m i j

j i

i V V
∈ ℑ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟∀ ∈ ∪ ≠ ∅
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥

J  

Будем рассматривать векторы 
i

u ={
1
,ia  

2
,ia  ..., 

ni
a }, ( )mi∀ ∈J  из обучающей выборки O как множе-

ства 1
iV ={

1
,ia  

2
,ia  ..., 

ni
a }, u =〈a1, a 2, ..., an〉 – неиз-

вестная реализации распознаваемого множества  
X = { a1, a 2, ..., an}, .n k≤  Тогда имеет место 

Следствие  1  [3, с. 92]. Если выполнены условия 

   
E ,ij m mm m

q q ××
= =  где   Em m×  – единичная матрица 

порядка m×m, то существует m идентификационных 
элементов ia ∈ 1Vm

i
+  таких, что предикат 

iQ (X )=
1, если  ,  ;

0 в противном случае

= ∈⎧⎪
⎨
⎪⎩

ii ij ma a i J
 

обращается в единицу тогда и только тогда, когда 
u = iu , ij = μ j( ia =

iiju +2 ij ), где μ  – оператор мини-
мизации. 

Симультанность способа принятия решения об 
идентификации неизвестного множества X  с эта-
лонным множеством из обучающей выборки iX ∈ O 
достигается за счет параллельного вычисления в ус-
ловиях единичности логической матрицы ijq  путем 

сравнения неизвестной реализации u  с кортежами 
в обучении iu  по одному информативному элементу 

iija  с идентификационным элементом ia  из инфор-

мативной зоны 1.Vm
i

+  
В этом случае решающее правило для неизвестной 

реализации 〈x1, ..., xn〉 сводится к проверке условия: 

( ) .⎡ ⎤∀ ∈ =⎣ ⎦i im j iji x uJ  (2) 

Если условие (2) выполнено, то номер искомого 
класса есть f(i) = k, k ∈ ℑt. Симультанность (одномо-
ментность) в выполнении решающего правила (2) 
достигается за счет однотактного сравнения ij -го 
разряда неизвестной реализации 〈x1, x1, …, ,

ij
x  ..., xn〉 

с элементом 
iiju  в каждом кортеже обучающего век-

тора iu ∈ O. 
Для аппаратного моделирования принципа си-

мультанности в виде интерфейса распознающего 
(классифицирующего) устройства необходимо в пер-
вую очередь условие (2) реализовать в виде операто-
ра идентификации: 

( ) ( )& & ,
i i i i i i
j ij j ij j ij

x u x u x u⎡ ⎤= = ∨⎣ ⎦  (3) 

собирая далее оператором дизъюнкции результат 
сравнения для эталонных номеров из множества Dk = 
= {i | f(i) = k}, k ∈ ℑt. 
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Построенная таким образом схема верификации 
бинарных кортежей в базе данных (обучающий век-
тор-матрица) для идентификации номера i ∈ ℑm, для 
которого выполнено равенство ⎡ iu = x ⎤, где x = 〈x1, ..., 
xn〉 – неизвестная реализация при условии единично-
сти логической матрицы    Q E .m m m m× ×=  

Тогда задача классификации решается в виде 

Rk( x ) = 
  Dki ∈
∨ ⎡ iu = x ⎤, (4) 

где множество номеров эталонных объектов Dk =  
= {i | f(i) = k}, k ∈ ℑt: 

⎡ iu = x ⎤ =
1, если  ;
0 в противном случае.

⎧ =⎪
⎨
⎪⎩

iu x
 

При нарушении условия симультанности, т. е. 
    Q E ,m m m m× ×≠  имеем  

( ) 1 0 .n ij jij q q⎡ ⎤∀ ∈ = → =⎣ ⎦J  (5) 

В этом случае задача идентификации сводится 
к частному решению: 

{ }\

& & ,
m

i i iji
j i

u x a a q
∈ ℑ

⎡ ⎤
⎡ ⎤= = ∈ ¬ ∨ ∈⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

X X  (6) 

здесь ⎡°⎤ = 
1,  если  условие в выполнено;
0 в противном случае.

⎧ ⎡°⎤⎪
⎨
⎪⎩

 

Указав номер i ∈ ℑm, для которого выполнено ус-
ловие (5), находят общее решение (4), т. е. решают 
задачу классификации. 

Заключение 
1. Если условие (5) нарушено, то задача верифи-

кации не выполнима, задачу идентификации можно 
решать простым комбинаторным перебором. 

Задача классификации остается неизменной 
и решается общим классификатором (4). 

2. Интерфейс классифицирующего (распознаю-
щего) устройства, моделирующий принцип симуль-
танности, работает в параллельном режиме. 
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ЭКСПЕРТНАЯ СИСТЕМА СИНТЕЗА  

ПСИХОЛОГИЧЕСКОГО ПОРТРЕТА ЛИЧНОСТИ ПО ПОЧЕРКУ 
 
В статье описана экспертная система синтеза психологического портрета личности по почерку, а также предлагается техноло-

гия, основывающаяся на известных нейрофизиологических моделях сетчатки глаза и имитирующая механизмы зрения биологических 
систем, в частности, путем разделения и оперативного взаимодействия функций локального зрительного анализатора, уровня фраг-
ментарного анализа и уровня логического анализа и распознавания. 

 
 

 течение длительного времени существовала 
идея изучения характера человека по его 
почерку. Известно, что возможности иден-

тификации человека по почерку тесно связаны с ин-
дивидуальностью почерка, т. е. неповторимостью 
совокупности характеризующих его признаков в по-
черках разных лиц [1, с. 152]. Общая гипотеза о су-

ществовании взаимосвязи признаков почерка 
и свойств личности опирается на известное в почер-
коведении положение о психофизиологической при-
роде почерка.  

Необходимо отметить, что почерк вовсе не пред-
ставляет собой что-либо застывшее, раз и навсегда 
определившееся, а напротив, может претерпевать из-

В 
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менения и иногда довольно существенные [2, с. 345]. 
И не только значительные изменения окружающих 
условий и влияний отражаются в почерке, он дает 
непосредственно отражение как более или менее по-
стоянных настроений, так и внезапных эмоциональ-
ных реакций, состояний возбуждения, подавленности 
и т. п. 

Если у некоторых людей можно заметить разницу 
между почерками, употребляемыми в личной и дело-
вой жизни, то это отнюдь не значит, что эти почерки 
графологически различны; внутреннее строение 
письма остается неизменным. Почерк изменяется 
каллиграфически, но не графологически. 

Темперамент – самая общая характеристика 
личности, не относящаяся к ее содержательной сто-
роне. Свойства темперамента обусловлены такими 
особенностями организма и центральной нервной 
системы, в происхождении которых большую роль 
играет генотипический фактор. Следовательно, 
свойства темперамента мало изменяются в течение 
жизни, наиболее отчетливо обусловлены физиоло-
гическими свойствами организма человека и прояв-
ляются в моторике. Это дает основание предполо-
жить, что свойства темперамента тесно связаны 
с письменно-двигательным навыком и проявляются 
в почерке. 

При обработке документов и вводе информации 
в компьютер весьма актуальной является задача рас-
познавания текста. Распознавание печатных текстов 
компьютером – область, сегодня достаточно хорошо 
исследованная. Существующие системы обладают 
высокой точностью распознавания: более 99,9 % на 
текстах хорошего и среднего качества печати, и спор 
между компьютерными программами идет за сотые 
доли процентов. Что же касается распознавания ру-
кописного текста, то качественный рывок еще впе-
реди. 

За последние 400 лет графология как наука сде-
лала большой скачок в своем развитии, однако при-
менение для анализа рукописного текста современ-
ных компьютерных технологий до сих пор является 
достаточно трудновыполнимой задачей. Автомати-
зация создания полного портрета личности по почер-
ку позволит не только облегчить труд исследователя 
и значительно уменьшить время проведения экспе-
римента, но и исключить субъективность в оценке 
почерка. 

В начале ХХ в. графология получила широкое 
распространение не только как наука, но и как об-
ласть практической деятельности. На сегодняшний 
день в услугах специалистов-графологов нуждаются 
профессионалы различных сфер деятельности, таких 
как бизнес, медицина, спорт, педагогика и т. д. 

Проанализировав возможности компьютерного 
анализа рукописного текста, мы пришли к выводу, 
что его перед обработкой необходимо векторизовать. 
Для этого была создана программа AQResearcher, 
которая предназначена для перевода растрового изо-
бражения рукописного текста в векторное, при этом 
информация о геометрических примитивах записы-
вается в файл, который впоследствии будет обраба-

тываться [3, с. 22]. Для получения более качествен-
ной информации в этой программе можно произве-
сти перевод в двухцветное изображение, сделать 
утоньшение и т. д.  

Таким образом, входной информацией для нашей 
программы являются отрезки прямых и дуг. Полу-
ченные геометрические примитивы и будут той ос-
новой, в соответствии с которой будет проводиться 
классификация образов [4, с. 100].  

В настоящее время в ходе работы программы на-
ходятся следующие параметры почерка:   

Наклон букв – особенности волевых качеств че-
ловека. 

Наклон строки – особенности восприятия жиз-
ненной ситуации. 

Амплитуда между заглавными и строчными бук-
вами – требовательность человека к себе и окру-
жающим. 

Величина букв – рациональность, практичность 
человека. 

Разрывы – особенность мышления. 
Параметры текста, которые необходимо найти, 

представлены на рисунке. 
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Результаты анализа рукописного текста: d – длина строки;  
dl – длина разрыва между первым и вторым элементом; hmax – 
максимальная высота буквы; size – средняя высота почерка; 
H_DEVIATION – отклонение почерка от горизонтали; 
V_DEVIATION – отклонение почерка от вертикали 

Общую схему для графологического анализа 
и составления психологической характеристики вла-
дельца почерка можно представить следующим об-
разом: 

<правило> :: = (ЕСЛИ <условие> ТО <дейст-
вие>)  ИНАЧЕ <действие> 

<условие> :: = (<параметр> Є <интервал>) 
<интервал> :: = [<min>, <max>] 
<min> :: = {определенное экспертом значение} 
<max> :: = {определенное экспертом значение} 
<параметр> :: = {вычесленная программой ха-

рактеристика почерка} 
<действие> :: =  {вывод определенной  экспер-

том характеристики характера испытуемого}*. 

Определим множество функций геометрического 
анализа: 

V_DEVIATION (si) – среднее отклонение букв от 
вертикали; 

H_DEVIATION (si) – среднее отклонение букв от 
горизонтали; 

difference (si) – среднее отличие заглавных букв от 
строчных; 
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size (si) – средняя величина букв; 
break (si) – число разрывов в словах, 

где si Є S – образец почерка испытуемого субъекта; 
S – множество скан-образов почерка. 

Тогда действия, которые выполняются в ходе 
проверки правил, – это операторы добавления 
свойств ti Є T в список характеристик испытуе-
мого. 

Сущности, помеченные звездочкой (*), могут по-
являться в правиле один или более раз. При истинно-
сти условия выполняется действие, стоящее за указа-
телем ТО, а при ложности – действие, стоящее за 
указателем ИНАЧЕ.  

Алгоритм обработки правил: данные правила вы-
полняются одно за другим, если выбраны все пара-
метры для анализа рукописного текста, или будут 
выполняться только те правила, которые соответст-
вуют параметрам, выбранным пользователем. 

Предполагается, что пользователь сам сможет 
выступать в роли эксперта и составлять необходи-
мые ему правила. В общем виде эти правила можно 
представить в следующей форме: 

ЕСЛИ <ссылка на список значений функций>, ТО 
<ссылка на список значений характеристик>. 

После составления правил будет проводиться 
анализ изображения рукописного текста, и, если хотя 
бы один из параметров будет удовлетворять выбран-
ной функции, в результате будет получена характе-
ристика, соответствующая составленному правилу. 
Также система позволяет сохранить полученные ре-
зультаты в электронном виде, что в свою очередь 
значительно облегчает использование данных 
в дальнейшем. 

Для работы механизма распознавания необходи-
мо перекодировать векторное представление изо-
бражения в набор типовых конструктивных элемен-
тов (ТКЭ). Мы предположили, что за счет вариаций 
углов наклона ТКЭ, а также за счет связей между 
самими ТКЭ (т. е. за счет возможности кодирования 
буквы разными ТКЭ) можно будет обеспечить по-
вышение надежности работы данного алгоритма. 

Мы выделили следующие типы конструктивных 
элементов: 1) верхняя дуга (UА); 2) нижняя дуга 
(DА); 3) левая дуга (LА); 4) правая дуга (RА); 
5) наклонная черта (OL); 6) правосторонний крючок 
(RH); 7) левосторонний крючок (LH); 8) верхний 
крючок (UH); 9) петля верхняя (UL); 10) петля ниж-
няя (DL); 11) петля нижняя малая (LL). 

Основой для выделения конструктивных элемен-
тов стал накопленный экспериментальный материал, 
полученный в ходе обработки изображений различ-
ных почерков.  

Далее выбирается ориентация ТКЭ из 8 значений. 
Кодирование букв будем проводить следующим об-
разом: сначала будем записывать тип элемента (бук-
венное обозначение), а затем его ориентацию (циф-
ровое обозначение). 

На последнем уровне происходит логический 
анализ и распознавание. 

Мы испытали систему синтеза психологического 
портрета личности на более чем 200 образцах руко-
писных текстов. Поскольку в настоящее время нет 
программ для создания психологического портрета 
личности по почерку, то для проверки достоверно-
сти полученных результатов нашего программного 
продукта Professional Psychologist 50 % испытуе-
мых было предложено пройти обычное психологи-
ческое тестирование. В качестве психологических 
тестов для сравнения выбирались те, в которых по-
лученные психологические характеристики совпа-
дают с характеристиками, получаемыми нашей про-
граммой. В таблице приведены результаты испыта-
ний. 

После пополнения базы эталонных образцов на-
дежность распознавания составила от 75 до 90 % на 
разных образцах. 

 
Надежность определения психологического портрета 
личности 
Психологические характери-

стики 
Совпадение результатов  
Professional Psychologist  

с психологическими тестами, % 
Особенности волевых 

качеств человека 94 

Особенности восприятия 
жизненной ситуации 98 

Требовательность чело-
века к себе и окружающим 85,7 

Рациональность, прак-
тичность человека 96 

Особенность мышления 90 
 
Ни для кого не секрет, что в настоящее время 

создано достаточно мало методик, позволяющих оп-
ределить темперамент личности, тип характера, типы 
взаимодействий по почерку. Большинство из суще-
ствующих методик записано на бумаге и реализуется 
только в присутствии опытного специалиста.  

Разрабатывая данную программу, мы поставили 
перед собой цель учесть этот недостаток и создать 
достаточно полный психологический портрет лично-
сти по почерку. Что касается распознавания текста, 
разрабатывая данный модуль, мы поставили перед 
собой цель создать алгоритм, приближающийся по 
своим возможностям к механизмам зрения биологи-
ческих систем. 
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A. V. Kuchuganov, G. V. Lapinskaya 
Expert System of Synthesis of Person Psychological Portrait Based on Handwriting 

The expert system of person psychological portrait synthesis based on handwriting is represented in the article. A new technology, based on 
well-known neurophysiological models of eye retina, is offered. These model imitating mechanisms of sight of biological systems are performed by 
separation and real-time interaction of function of local visual analyzer, level of fragmentary analysis, level of logical analysis and recognition. 
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ НА ОСНОВЕ СЕМАНТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ  

В СИСТЕМЕ ОБУЧЕНИЯ АНГЛИЙСКОМУ ЯЗЫКУ 
 
В статье представлена интерактивная система обучения английскому языку, подсистема контроля знаний которой базируется на 

результатах анализа ЕЯ-текста, в частности, на семантических моделях. 
 
 

Введение 
 настоящее время системы обучения англий-
скому языку обладают рядом недостатков, 
в частности, отсутствует возможность объ-

яснения грамматических и синтаксических ошибок 
при контроле знаний, а также автоматическая гене-
рация упражнений и их проверка. 

Предлагаемая система обучения английскому 
языку Language Tutor (LT) строит свою работу на 
методе семантического анализа (СеА) текста на ос-
нове онтологий, на онтологическом толковом слова-
ре и методике автоматической генерации упражне-
ний по произвольному тексту, что позволяет автома-
тизировать труд учителя при подготовке уроков 
и разнообразить практический материал. 

Разработанная на кафедре АСОИУ ИжГТУ сис-
тема ЭСКАТ (Экспертная система комплексного 
анализа текста) позволяет анализировать текст 
морфологически, синтаксически и семантически. По 
результатам анализа она строит синтаксические 
и семантические модели (СМ) текста. Методика кон-
троля знаний на основе онтологий и семантических 
моделей позволяет проверять ответы пользователя, 
записанные в свободной форме; автоматизировать 
процесс создания упражнения с полным разбором, 
различной сложности, по любой тематике для учени-
ков с любым уровнем подготовки. 

Семантические модели текста. Представление 
текстовой информации в виде схем, графиков, диа-
грамм, статических и динамических геометрических 
моделей – это форма, которая позволяет добиться 
однозначности истолкования грамматических конст-
рукций и проверить адекватность внутренних ма-
шинных моделей текста тому смыслу, который за-
кладывал автор, хотя следует признать, что не вся-
кий текст можно изобразить графически [1, с. 104]. 
СМ текста строятся с использованием онтологии 

предметной области текста и могут быть следующе-
го вида: 1) табличная модель; 2) семантическая сеть; 
3) диаграмма (схема) бизнес-процессов; 4) временная 
диаграмма. 

СМ текста нужны для автоматической генерации 
упражнений и вопросов, а также они позволяют оце-
нить корректность текста, визуально представить 
структуру сюжета, взаимосвязь объектов и процес-
сов текста, их атрибуты. 

Табличная семантическая модель представляет 
результат СеА в виде таблицы, где каждая строка – 
простое предложение, а каждый столбец – роль слова 
(словосочетания). Ячейка таблицы является действи-
ем либо участником действия и содержит информа-
цию о процессе или объекте текста (морфологиче-
ские, синтаксические признаки, толкование, атрибу-
ты и т. п.). Данный способ представления текстовой 
информации удобен тем, кто привык работать с дан-
ными, представленными в табличной форме.  

Семантическая сеть представляет текст в виде 
графа. Данное представление текста отображает свя-
зи между словами из разных предложений, обозна-
чающими один и тот же объект (принадлежащими 
одному классу понятий), семантические связи, в том 
числе ролевые отношения, свойства объектов. Дру-
гие более глубокие отношения могут быть выявлены 
только на основе онтологической модели предмет-
ной области текста. 

Диаграмма (схема) бизнес-процессов отобража-
ет схему процессов сюжета. Главным в данной моде-
ли является действие (процесс). Процессы могут 
быть нескольких типов: Parallel (параллельные); 
Follow (последовательные); Simple (простые), Case 
(альтернативные); While (циклические с предуслови-
ем); Repeat (циклические с постусловием). Также на 
схеме процессов (рисунок) можно увидеть отметки 
времени в терминах лингвистических переменных, 

В 
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повышающие наглядность схемы. Главной задачей 
построения такой схемы является распознавание 
действий сюжета и выявление их взаимного влияния 
друг на друга. 

Временная диаграмма отражает события, про-
исходящие в тексте, в их хронологическом порядке.  

Получаемые СМ частично заполнены информа-
цией текста, частично – знаниями из базы знаний, на 
основе которой проводился анализ. 

Language Tutor. Разрабатываемая на кафедре 
АСОИУ автоматизированная система обучения анг-
лийскому языку LT позволяет изучать теоретический 
материал, выполнять упражнения на проверку полу-
ченных знаний, а также готовиться к единому госу-
дарственному экзамену по английскому языку. Глав-
ным преимуществом LT является использование ре-
зультатов автоматизированного анализа текста для 
генерации вопросов и упражнений и их проверки 
в режиме выполнения практической части урока. 
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W
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always
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Диаграмма процессов, описанных в тексте 

Особенностью системы являются: 1) возможность 
редактирования сценария обучения; 2) возможность 

изучения тестового материала для единого государ-
ственного экзамена по английскому языку, а также 
подготовки к этому экзамену; 3) выполнение тестов 
проверяется за счет анализа текстовой информации, 
а не за счет сравнения с правильными ответами, хра-
нящимися в базе данных; 4) возможность использо-
вания онтологического толкового словаря как вспо-
могательного инструмента при обучении и запоми-
нании слов языка. 

Подсистема контроля знаний основана на взаи-
модействии с системой ЭСКАТ [2, с. 347] и подсис-
темой создания урока, которая автоматически гене-
рирует типовые упражнения на основе текста (за-
полнение пропусков, установка соответствий, 
установление последовательности, выбор лишнего 
элемента, исправление ошибок, ответы на вопросы). 
Для каждого типа задания в системе созданы экран-
ные формы.  

При проверке заданий, ответы на которые фор-
мулируются пользователем в свободной форме, 
большую роль играют модели текста, построенные 
в результате СеА. Система строит СМ ответа и со-
поставляет ее с СМ исходного текста, использован-
ного для построения урока. По нашему мнению, 
предлагаемая технология делает обладателя обу-
чающей системы независимым от разработчика, 
который, как правило, поставляет заранее подго-
товленный и неизменный набор упражнений и лек-
ций. Методика контроля знаний на основе онтоло-
гий и СМ позволяет проверять ответы пользователя, 
записанные в свободной форме; позволяет автома-
тизировать процесс 
создания упражнения с полным разбором, различной 
сложности по любой тематике для учеников с лю-
бым уровнем подготовки.  
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Knowledge Control based on English Language Training System Semantic Models 
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СЕТЕВОЙ ПОДХОД К МАТЕМАТИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ  
ПЛАСТОВОЙ ОБЛАСТИ С УЧЕТОМ НАЗЕМНЫХ СИСТЕМ СБОРА 

 
Для описания пласта, скважин и наземных объектов авторами предлагаются различные типы узлов и соединений на основе сетевого 

подхода к разбиению моделируемой области. Данный способ является достаточно универсальным инструментом создания модульного 
программного комплекса для решения задач гидродинамического моделирования месторождений, обладающего высоким уровнем стан-
дартизации. 

 
 

ель написания статьи состоит в разработке 
универсального подхода к созданию про-
граммного комплекса для гидродинамическо-

го моделирования нефтяных месторождений, кото-
рый далее будем просто называть симулятором. Ис-
следуемая область включает пласт-коллектор, сква-
жины и наземные объекты для обустройства нефтя-
ного или газового промысла. Область разбивается на 
конечные объемы с помощью прямоугольной сетки. 

Любая численная модель, заложенная в симуля-
тор, так или иначе будет связана с формированием 
вектора невязки и матрицы Якоби для получения 
системы линейных уравнений [1]. Обозначим их как 
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где nN  – число конечных объемов или узлов. 
Область разбивается на nN  конечных объемов. 

Пусть αV  и βV  будут два конечных объема с общей 
границей и пусть α  и β  обозначают два узла, свя-
занные с этими объемами. 

При классическом подходе осуществляется поиск 
в списке конечных объемов с выполнением следую-
щих шагов [2]: 

• активируется объем ;αV  
• выполняются связанные с объемом αV  вычис-

ления: 
– к объему αV  применяются законы сохранения; 
– рассчитывается вектор невязки ;αr  
– определяются матрицы Якоби 

n1, 2, , ,  , ,α α αK NJ J J ; 

• заканчивается работа с объемом .αV  
Поскольку все объемы рассматриваются последо-

вательно, вектор невязки и матрица Якоби формиру-
ется строка за строкой. При таком подходе возника-
ют следующие трудности. 

1. Когда объем αV  активирован, вычисляется по-
токовый член для узла α  и его соседнего узла .β  Эти 
потоковые члены зависят от первичных неизвестных 
узлов α  и .β  В результате при работе с объемом αV  
программе требуются данные, которые принадлежат 
деактивированным узлам. Такие перекрестные связи 
между активированным и деактивированными узлами 
привносят дополнительные трудности для обеспече-
ния модульности симулятора. 

2. После прекращения работы с объемом αV  
значения потоковых членов для узлов α  и β  необ-
ходимо сохранить, поскольку они потребуются при 
активации объема .βV  Как результат, в коде про-
граммы при каждой активации следует проверять, 
не были ли до этого активированы какие-то сосед-
ние объемы. Поэтому достаточно трудно достиг-
нуть высокого уровня стандартизации симулятора, 
ведь разные объемы требуют разного количества 
вычислений. 

3. Последнее утверждение справедливо также 
и для объемов с непроницаемой границей, т. к. они 
требуют меньше всего вычислений. 

Подытоживая, можно утверждать, что при клас-
сическом подходе весьма непросто обеспечить 
должный уровень модульности и стандартизации, 
поскольку соответствующие такому подходу базо-
вые строительные блоки должны быть обеспечены 
слишком большим количеством информации. 

При сетевом подходе разбиение области проис-
ходит на нескольких уровнях. Область представляет-
ся как набор узлов, соединенных между собой [3]. На 
рис. 1 приведен пример узлового описания простой 
двумерной области. 

Базовыми строительными блоками являются узлы 
и соединения. Узлы эквивалентны узлам конечных 
объемов, описанным выше. Однако объемы тракту-
ются уже не как элементы, а как параметры узлов. 
При этом первичными неизвестными выступают 
другие параметры. Если узел расположен внутри 
пласта, то он называется пластовым узлом. Его пер-
вичными неизвестными являются давление опорной 
фазы jP ∗  и насыщенность другой фазой .jS  Если 

узел соответствует сети промыслового оборудования 

Ц 
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(стволу скважины или трубе), то он носит название 
промыслового узла. Его первичными неизвестными 
будут массовый расход фазы jQ  и давление смеси P. 
Можно придумать другие типы узлов для описания 
сложных областей. Тем не менее этих двух опреде-
лений достаточно, чтобы описать обычные области 
нефтяного промысла. 

 

 
Рис. 1. Узловое описание области, включающее пласт  

и наземное оборудование (скважины и трубы),  
при сетевом подходе 

Соединение устанавливает факт соседства двух 
узлов, а также определяет сопротивление потоку, 
которое оказывает среда, расположенная между дву-
мя узлами. Для соединений между двумя пластовы-
ми узлами скорость потока вычисляется на основе 
закона Дарси. Для соединений между промысловыми 
узлами используются уравнения сохранения массы 
и момента, чтобы установить его влияние на поток 
флюидов. Связь между пластовым и промысловым 
узлом описывается моделью скважины. 

Область полностью характеризуется двумя спи-
сками узлов и соединений, показанных на рис. 2. 
Они должны содержать информацию, достаточную 
для геометрического представления проблемы. Если 
сетка в процессе моделирования не меняется, то эти 
геометрические параметры не требуют обновления, 
т. е. представленные два списка составляются только 
один раз. 

Преимущества данного сетевого описания состо-
ят в следующем. 

1. В процессе генерирования сетки создается 
список узлов и список соединений. Поэтому в си-
муляторе может использоваться любой способ ге-
нерирования сетки, который возвращает в качестве 
результата эти два списка. Однако на данную про-
цедуру должны быть наложены некоторые ограни-
чения, поскольку рассчитать поток между объемами 

со сложной формой уже не является тривиальной 
задачей. 

 

 
Рис. 2. Список узлов и соединений  

для сетевой модели на рис. 1 

2. Два списка создаются после присвоения узлам 
глобальных номеров. При этом для соединения важ-
но относительное положение узлов. Обработка со-
единения вдоль оси x  или y  ничем не отличается. 
Для соединения между пластовыми узлами зависи-
мость проницаемости от направления (вдоль оси x 
или y) обеспечивается с помощью коэффициента 
геометрии. 

3. Непроницаемые границы учитываются автома-
тически за счет необъявленных соединений. 

4. Уравнение материального баланса содержит 
аккумулятивные и потоковые члены. Потоковые 
члены включают члены отбора, которые характери-
зуют движение флюидов между пластовыми и про-
мысловыми узлами. Аккумулятивный член узла α  
зависит только от самого узла. Потоковый член меж-
ду узлами α  и β  зависит от этих двух связанных 

между собой узлов или соединения .αβ  Можно ис-
пользовать следующие правила: 

• при обходе списка узлов вычисляются все чле-
ны, локальные по отношению к конкретному узлу; 

• при обходе списка соединений вычисляются все 
члены, локальные по отношению к конкретному со-
единению. 

Нами предлагается обозначать узлы и соединения 
как модули. Когда рассматривается или активирует-
ся тот или иной модуль, вычисления не требуют 
данных, которые отсутствуют среди параметров са-
мого модуля. Сетевой подход ликвидирует перекре-
стные связи, возникающие при классическом подхо-
де. Для заданного модуля все расчеты будут всегда 
одни и те же. Меняться будут только значения пара-
метров, за счет чего достигается более высокий уро-
вень стандартизации. При сетевом подходе вектор 
невязки и якобиан формируются модуль за модулем, 
а не строка за строкой. 

Данная работа предоставляет базу для создания 
модульного и универсального программного ком-
плекса для решения задач гидродинамического моде-
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лирования, который будет эффективен в исследовании 
новых моделей совместной фильтрации флюидов. 
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ЯЗЫК UML КАК ОСНОВА АВТОМАТИЗИРОВАННОГО СИНТЕЗА  
ИМИТАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ 

 
Рассматриваются особенности использования средств унифицированного языка моделирования UML для представления деловых 

процессов организации (предприятий любых направлений деятельности и форм собственности) в рамках автоматизированного синтеза 
имитационных моделей деловых процессов. Предлагаемый подход позволяет обеспечить интеграцию визуального и имитационного мо-
делирования деловых процессов. 

 
 

рограммная реализация предлагаемого под-
хода в виде системы имитационного моде-
лирования [Хубаев Г. Н., Щербаков С. М., 

Шибаев А. А. Конструктор имитационных моделей 
деловых процессов // Свидетельство об официальной 
регистрации программы для ЭВМ. № 2005612262. 
М.: РОСПАТЕНТ, 2005] поддерживает возможность 
построения UML-моделей, определения переменных, 
генерации программного кода и проведения имита-
ционного эксперимента. 

Рассмотрим схему автоматизированного синтеза 
имитационной модели (рис. 1), основные используе-
мые компоненты, их назначение, параметры и взаи-
мосвязи. 

Как видно из рисунка, компоненты модели, 
с одной стороны, позволяют отразить в модели тот 
или иной аспект изучаемой системы, а с другой – 
являются основой для формирования программного 
кода имитационной модели. Компоненты имитаци-
онной модели взаимосвязанны и дают возможность 
описать структурные и динамические аспекты изу-
чаемой системы, а также задать ее входные коли-
чественные параметры. 

Дальнейшее построение имитационной модели 
связано с использованием программного инструмен-
тария, позволяющего построить UML-диаграммы, 
задать переменные и связать компоненты модели 
между собой. На основе созданных компонентов 
происходит автоматическое формирование про-
граммного кода имитационной модели в соответст-

вии с предложенными алгоритмами. Далее осущест-
вляется имитационный эксперимент с моделью 
и анализ результатов моделирования. 

Рассмотрим отдельные элементы имитационной 
модели. Переменная – это базовый элемент имита-
ционной модели, предназначенный для представле-
ния количественных параметров системы. Перемен-
ная идентифицируется с помощью уникального 
в рамках модели имени (при генерации программно-
го кода будет создана переменная с тем же именем). 

В имитационной модели используются различные 
виды переменных, важнейшими из которых являют-
ся: аргумент, функция, фактор имитационного экс-
перимента и процесс. 

Переменная-аргумент призвана представлять 
в модели действие случайных факторов, оказываю-
щих влияние на изучаемую систему, таких как время 
выполнения единичной операции, число заключенных 
агентом договоров страхования имущества и др. При 
прогоне имитационной модели значение переменной-
аргумента будет сгенерировано в соответствии с вы-
бранным законом распределения и его параметрами. 

Переменная-функция зависит от других перемен-
ных (в том числе от других переменных-функций), 
ее значение рассчитывается по заданной формуле. 

Переменная-фактор имитационного экспери-
мента используется при планировании и проведении 
имитационного эксперимента, позволяющего оцени-
вать влияние различных факторов и находить эффек-
тивные сочетания их значений. 

П 
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Рис. 1. Схема автоматизированного синтеза имитационной модели 
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Переменная-процесс связана с диаграммой языка 
UML. Значение такой переменной – это затраты труда 
на исполнение делового процесса. При обращении к 
такой переменной производится моделирование на 
основе связанной с нею диаграммы языка UML и ее 
элементов. 

Конструкции из элементов языка UML, исполь-
зуемые в рамках автоматизированного синтеза ими-
тационных моделей деловых процессов, представле-
ны на рис. 2 (на примере процессов страховой ком-
пании). 

Для представления моделируемой системы в це-
лом и задания ее загрузки используется диаграмма 
прецедентов (Use Case Diagram).  

Актер (Actor) представляет внешние по отноше-
нию к изучаемой системе сущности, порождающие 
разнообразные обращения к системе (рис. 2, а). 
Примерами актеров могут служить: клиент, руково-
дитель компании, информационная система, посы-
лающая запрос, и т. д. Актер обращается к преце-
денту (Use Case). Каждый прецедент связывается 

с определенным деловым процессом, представлен-
ным в виде диаграммы деятельности языка UML. 
Таким образом, прецедент инициирует исполнение 
делового процесса. 

Для каждого актера указывается численность его 
экземпляров, которая может быть случайной. В этом 
случае актеру ставится в соответствие переменная. 

Связь актера с прецедентом характеризуется чис-
лом, которое описывает частоту обращения актера 
к прецеденту за выбранный период времени. Это 
может быть детерминированная (например, необхо-
димо составить месячный отчет по деятельности 
страховых агентов) либо случайная величина (на-
пример, каждый страховой агент несколько раз 
в месяц начинает процесс заключения договора 
с клиентом). В случае большой или неизвестной чис-
ленности  актеров и редкого обращения к прецеденту 
имеет смысл  с помощью характеристик связи задать 
общую частоту обращения к прецеденту всех акте-
ров данного типа и указать для актера численность, 
равную единице. 

 

 
Рис. 2. Конструкции языка UML для представления компонентов имитационной модели 
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Для прецедентов, связанных отношением extend 
(рис. 2, б), должна быть задана вероятность обраще-
ния к прецеденту расширения.  

Если прецеденты связаны отношением include 
(рис. 2, в), то обращение ко второму прецеденту бу-

дет происходить каждый раз при активации первого. 
Такая организация позволяет вынести общую логику 
двух процессов в отдельный процесс, как это показа-
но на рисунке. 

Пример диаграммы прецедентов приведен на рис. 3. 
 

 
Рис. 3. Пример диаграммы прецедентов 

Диаграмма деятельности (Activity Diagram) язы-
ка UML представляет в модели деловой процесс. 
Результатом имитационного моделирования по диа-
грамме деятельности являются затраты труда или 
стоимость исполнения соответствующего делового 
процесса. Диаграмма деятельности включает блоки 
различных типов и связи между блоками.  

Блок операции (Activity) позволяет представить 
операцию делового процесса (рис. 2, г). С операцией 
связывается переменная, значение которой соответ-
ствует затратам труда на выполнение этой операции 
или ее стоимости. В качестве  переменной может 
выступать переменная-процесс, что позволяет при 
необходимости реализовывать вложенные процессы. 

Блок условия позволяет моделировать разные ва-
рианты исполнения делового процесса с помощью 
ветвлений и циклов. При организации ветвления, как 
правило, задается вероятность перехода (рис. 2, е). 
При построении циклов (рис. 2, д) для блока условия 
задается число итераций, которое также может быть 
случайным (например, число видов риска в про-
грамме добровольного медицинского страхования, 
которые необходимо учесть). Допустимо вложение 
циклов (рис. 2, ж). 

Блоки могут быть распределены по плаватель-
ным дорожкам (swimlanes), что дает возможность 
указать исполнителя операции (рис. 2, з). Дорожка 
связывается со специальной переменной, которая 
собирает затраты труда по всем операциям всех 
процессов, где задействован этот исполнитель 
и позволяет определить затраты труда или стои-
мость по каждому из исполнителей за заданный 
период времени. 

На рис. 4 приведен пример диаграммы деятельно-
сти, где используются описанные компоненты и кон-
струкции. 

Методика имитационного моделирования дело-
вых процессов включает такие шаги, как выделе-
ние деловых процессов, их формализация в виде 
UML-моделей; задание количественных парамет-
ров (частотных, вероятностных, временных); авто-
матическое формирование программного кода 
имитационной модели; моделирование и анализ 
результатов. 

Использование описанного подхода предоставля-
ет следующие преимущества: 

– интеграция визуального и имитационного мо-
делирования деловых процессов организации; 
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– возможность учета стохастической природы де-
ловых процессов; 

– возможность построения визуальных и имита-
ционных моделей для оценки возможных измене-
ний с точки зрения затрат трудовых и иных ре-
сурсов; 

– использование CASE-средств, обеспечивающих  
построение визуальной модели, задание количест-

венных характеристик и автоматизированное форми-
рование имитационной модели. 

Предлагаемый подход и программный инстру-
ментарий позволяют исследовать эффективность 
делового процесса с точки зрения затрат рабочего 
времени или стоимости, сравнивать различные вари-
анты организации деловых процессов и вырабаты-
вать рекомендации по их совершенствованию. 

 
Сотрудник группы страхования

F1 Прием от страхователя 
заявления о заключении договора 

обязательного страхования
 по установленной форме и 
необходимых документов

Сотрудник группы оценки

F3 Проверка документов, 
предоставленных страхователем

F4 Осмотр страховщиком 
транспортного средства по 

месту нахождения

F5 Расчет страховой 
премии, подлежащей уплате

[необходим 
осмотр 

транспортного 
средства]

F2 Анализ сведений из 
страховой истории, предостав-

ленных страхователем

[договор страхования заключается 
впервые] или [предыдущий договор 
заключался у того же страховщика]

[иначе]

 Прием оплаты 
страховой премии

 (PROC2)

Оформление страхового 
полиса (PROC3)

F6 Выдача страхователю 
дополнительных документов 

по страхованию 

[иначе]

Кассир

 
Рис. 4. Пример диаграммы деятельности (процесс заключения договора обязательного страхования  

гражданской ответственности владельца транспортного средства) 

Заключение. Показана возможность и эффектив-
ность интеграции визуального и имитационного мо-
делирования, чему способствуют некоторые особен-
ности унифицированного языка моделирования 
UML, который является в настоящее время стандар-
том де-факто при разработке программного обеспе-

чения. В частности, возможность расширения языка, 
позволяющая адаптировать его для использования 
в рамках практически любой предметной области, 
и его объектно-ориентированный характер, что соот-
ветствует самой природе имитационного моделиро-
вания.  

 

G. N. Khubaev, S. M. Shcherbakov, S. N. Shirobokova 
UML Language as a Base for Simulation Model Automated Synthesis 

The UML features usage for organization business activities (enterprises of any activities and patterns of ownership) for the simulation model 
automated synthesis is considered. The proposed approach provides integration of visual and simulation modeling of business activities. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБЪЕМНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ СИЛ  
В ВАННЕ РАСПЛАВА ДППТ 

 
В статье предлагается математическая и компьютерная модель расчета распределения напряженности электрического и маг-

нитного полей, а также объемных электромагнитных сил в токопроводящей ванне дуговой печи постоянного тока с одним и двумя 
подовыми электродами при различных токах, протекающих через них. Установлены закономерности распределения электромагнитных 
параметров, а также схемы течения расплава. 

 
 

 настоящее время на дуговых печах посто-
янного тока (ДППТ) находит применение 
технология перемешивания расплава, осно-

ванная на установке двух асимметрично располо-
женных подовых электродов (АРПЭ) и управлении 
токами, протекающими через них [1]. Изменяя кон-
фигурацию анодов и протекающих через них токов, 
можно воздействовать на перемешивание расплава, 
стремясь к созданию выгодных с технологической 
точки зрения гидродинамических режимов. Однако 
анализ имеющихся публикаций показал, что техно-
логия перемешивания с применением АРПЭ освеще-
на не достаточно, отсутствуют теоретические иссле-
дования и рекомендации для более широкого ее 
практического использования. 

Физической основой электровихревых течений 
(ЭВТ) является возбуждение объемных электромаг-
нитных сил (ОЭМС), обусловленное  взаимодейст-
вием электрического тока, подводимого к расплаву 
от стороннего источника ЭДС, с собственным маг-
нитным полем. В связи с этим возникает необходи-
мость проведения исследований электрических 
и магнитных полей, образующихся в ванне ДППТ 
при прохождении через нее электрического тока, 
распределение плотности тока и ОЭМС. 

Изучение распределения электромагнитных па-
раметров и ОЭМС в условиях работы ДППТ отлича-
ется большой сложностью как с экономической, так 
и экспериментальной точек зрения. Выходом из дан-
ного положения является создание адекватной мате-
матической и компьютерной модели рассматривае-
мого объекта. 

Хотя сама ванна и обладает осевой симметрией, 
исследуемые функции не являются осесимметрич-
ными из-за асимметрии расположения подовых элек-
тродов по подине печи (рис. 1). 

Для исследования распределения тока в массив-
ных проводниках применяются методы, которые 
используются для расчета электромагнитных полей. 
В проводящих средах токами смещения можно пре-
небречь вследствие их незначительности по сравне-
нию с токами проводимости. Для постоянного или 
медленно меняющегося во времени тока поверхно-
стный эффект отсутствует, поэтому при описании 
поля электрических потенциалов ( , , )U r zϕ  в ванне 

используем уравнение Лапласа в цилиндрических 
координатах: 

2 2 2

2 2 2 2
1 1 0.U U U U
r rr r z

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂∂ ∂ϕ ∂
 

 

А BC D

H G
G'H'

r

z
O

Dв

dв

Hв
h1

h2

Y

Lд

Столб дуги

Катод

Rсф

dп

 
a 

dв

Dв

хa1

хa2

ja1

ja2

da2

da1

 
б 

Рис. 1. Основные размеры ванны: вид ванны сбоку (а) 
и сверху (б): AB – область взаимодействия дуги с ванной распла-
ва; пd  – диаметр пятна дуги; CD – поверхность расплава; вD  – 
диаметр ванны; вd  – диаметр подины; ψ  – угол откоса ванны; 
HG (H'G') – подина; сфR  – радиус сферической части печи; 1h  – 

высота сферической части; 2h  – высота конической части; вH  – 
высота ванны; дL  – высота столба дуги; 1ad  – диаметр первого 

анода; 2ad  – диаметр второго анода; 1ax  – расстояние от центра 
подины до центра первого анода; 2ax  – расстояние от центра 
подины до центра второго анода; 1aϕ  – угловая координата перво-
го анода; 2aϕ  – угловая координата второго анода 

В 
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Начало координат располагается на поверхности 
ванны по ее центру, ось z направлена вниз и совпада-
ет с ее осью (см. рис. 1). 

В области пятна дуги задавался нулевой потенци-
ал (условие Дирихле), на поверхности подовых элек-
тродов − значение нормальной составляющей плот-
ности тока (условие Неймана), а на свободной по-
верхности ванны и на керамических границах ее 
стенок − условие равенства нулю градиента потен-
циала. Считаем также, что ток дуги равен полному 
току д ,I  протекающему через ванну, или суммарно-
му току через подовые электроды [2–4]. 

На свободной поверхности ванны в( ,=z H  
0 2 ,ϕ = … π  п в...r r R= ): 

0,BD
AC

U
z

∂
=

∂
 

где п
п 2

dr =  – радиус пятна дуги; в
в 2

DR =  – радиус 

ванны. 
В области пятна дуги в( ,=z H 0 2 ,ϕ = … π  

п0= …r r ): 

,пAB
JU

z
∂

= −
∂ σ

 0,ABU =  

где σ  – удельная проводимость расплава; Jп – плот-
ность тока на анодном пятне. Для сталеплавильных 
печей эта величина составляет 5…10 А/мм2, что по-

зволяет оценить радиус пятна дуги как д
п

п
.

I
r

J
=

π
 

На боковой поверхности ванны в( 0 ,= …z H  

0 2 ,ϕ = … π  в ctg
2

= + ψ
dr z ): 

cos sin 0.DG DG
CH CH

U U
z r′ ′

′ ′

∂ ∂
ψ + ψ =

∂ ∂
 

На поверхности: 
• первого подового электрода ( 0,=z  

2 2 2
1 1 1 12 cos( )a а a ar rx x r− ϕ − ϕ + ≤ ): 

1
2
1

4 ;a

a

IU
z d

∂
= −

∂ π σ
 

• второго подового электрода ( 0,=z  
2 2 2

2 2 2 22 cos( )a а a ar rx x r− ϕ − ϕ + ≤ ): 

2
2
2

4 .a

a

IU
z d

∂
= −

∂ π σ
 

В области дна ванны ( 0,=z  0 2 ,ϕ = … π  в0 ,= …r R  
2 2 2

1 1 1 12 cos( ) ,a а a ar rx x r− ϕ − ϕ + >  2
22− ×ar rx  

2 2
2 2 2cos( )× ϕ − ϕ + >а a ax r ): 

0.H G
U
z ′ ′

∂
=

∂
 

Имея поле потенциалов ( , , ),U r zϕ  можно опреде-
лить градиент потенциала (напряженность электри-
ческого поля) в каждой точке ванны 

,UE
n

∂
=

∂

r
r  ,r

UE
r

∂
= −

∂
 ,z

UE
z

∂
= −

∂
 

,UE
rϕ
∂

= −
∂ϕ

 2 2 2
r zE E E Eϕ= + +

r
 

и плотность тока .J E= σ
r r

 
Напряженность магнитного поля в произвольной 

точке A определялась по уравнению Био–Савара–
Лапласа: 

3
1 [ ],

4A
V

dVH J R
R

= ×
π∫

r r r
 (1) 

где R
r

 – радиус-вектор, проведенный от элемента 
тока J

r
 к точке A. 

Элемент объема в цилиндрической системе коор-
динат (рис. 2): 

.dV rd dr dz= ϕ⋅ ⋅  (2) 

Z

r
h
r

xh
r

yh
r

zh
r

R
r

dV

dϕ
Y

X3er
2er

1e
r J

r

( )
( )
0 0 0

0 0 0

, ,

, ,

ϕ =

=

A r z

A x y z

( ) ( ), , , ,M r z M x y zϕ =

 
Рис. 2. К расчету напряженности магнитного поля 

По принципу суперпозиции напряженность 
в произвольной точке 0 0 0( , , )A r zϕ  равна векторной 
сумме элементарных полей, создаваемых всеми эле-
ментами объема, где протекает ток. 

Найдем поле от тока, протекающего в элементе 
объема ,dV  имеющего координаты ( , , ).M r zϕ  Пе-
рейдя к декартовой системе, получим координаты 
точек: 

0 0 0( , , ),A x y z  где 0 0 0cos ,x r= ϕ  0 0 0sin ,y r= ϕ  0 0;z z=  

( , , ),M x y z  где cos ,x r= ϕ  sin ,y r= ϕ  .z z=  

Модуль вектора расстояния между точками A и M: 

2 2 2
0 0 0 0 0( cos cos ) ( sin sin ) ( ) .R r r r r z z= ϕ − ϕ + ϕ − ϕ + −

r
 

(3) 

Запишем координаты векторов R
r

 и J
r
в декарто-

вой системе: 

( , , ),x y zR R R R=
r

 ( , , ),x y zJ J J J=
r

 

0 ,xR x x= −  cos sin ,x rJ J Jϕ= ϕ − χ ϕ  (4) 
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0 ,yR y y= −  sin cos ,y rJ J Jϕ= ϕ + χ ϕ  

0 ,zR z z= −  ,z zJ J=  

  1  для I и III координатной плоскости;
1  для II и IV кординатной плоскости.

⎧
χ = ⎨−⎩

 

Векторное произведение определяется по сле-
дующему выражению: 

1

2 3

( )

( ) ( ) .
y z z y

z x x z x y y x

J R J R J R e

J R J R e J R J R e

× = − +

+ − + −

r r r

r r  
(5)

 

Суммарную проекцию напряженности магнитно-
го поля на ось OX найдем, решая совместно уравне-
ния (1)–(5), получим 

3

2
0 0 0
2 2 2 3/ 2

0 0 0 0 00 0 0

( )1
4

[( sin cos )( ) ( sin sin )]1 .
4 [( cos cos ) ( sin sin ) ( ) ]

в в

y z z y
x

V
R H

r z

J R J R
H dV

R

J J z z J r r r dr d dz

r r r r z z

π
ϕ

−
= =

π

ϕ + χ ϕ − − ϕ − ϕ ⋅ ⋅ ϕ ⋅
=

π ϕ − ϕ + ϕ − ϕ + −

∫

∫ ∫ ∫

 

Обозначая 

2 2 2 3/ 2
0 0 0 0 0

,
[( cos cos ) ( sin sin ) ( ) ]

r
r r r r z z

η =
ϕ − ϕ + ϕ − ϕ + −

 

окончательно получим 

2

0
0 0 0

0 0

1 [( sin cos )( )
4

( sin sin )] .

в вR H

x r

z

H J J z z

J r r dr d dz

π

ϕ= ϕ + χ ϕ − −
π

− ϕ − ϕ ⋅η⋅ ⋅ ϕ⋅

∫ ∫ ∫  

Аналогично находятся проекции векторов yH  

и .zH  
Зная связь между декартовыми и цилиндрически-

ми координатами вектора 0 0cos sin ;x rH H Hϕ= ϕ − ϕ  

0 0sin cos ;y rH H Hϕ= ϕ + ϕ  ,z zH H=  получаем коор-

динаты вектора ( , , )r zH H H Hϕ=
r

 в цилиндрической 
системе координат: 

0 0sin cos ;r y xH H H= ϕ − ϕ  ;z zH H=  

0 0cos sin .y xH H Hϕ = ϕ − ϕ  

Объемная электромагнитная сила, действующая 
на единицу токонесущего объема жидкости в произ-
вольной точке ( , , ),A r zϕ  где определено поле H

r
 

и плотность тока :J
r

 

0 ,Af J B J H= × = μ ⋅ ×
r r r r r

 

где 0μ  – магнитная постоянная. 
Отдельные проекции ОЭМС в декартовой систе-

ме координат: 

0 ( ( sin cos ) );x z r y zf H J J H Jϕ= μ ϕ + χ ϕ −  

0 ( ( cos sin ));y z x z rf J H H J Jϕ= μ − ϕ − χ ϕ  

0 ( ( cos sin )

( sin cos ))
z y r

x r

f H J J

H J J
ϕ

ϕ

= μ ϕ − χ ϕ −

− ϕ + χ ϕ
 

и цилиндрической:  

0 0sin cos ;r y xf f f= ϕ − ϕ  ;z zf f=  

0 0cos sin .y xf f fϕ = ϕ − ϕ  

На основе созданной математической модели 
разработан программный продукт «Электромагнит-
ные процессы в ванне ДППТ» [5]. Он позволяет по-
лучать распределения напряженностей электричес-
кого и магнитного полей и ОЭМС по области ванны 
при произвольных значениях геометрических и тех-
нологических параметров ДППТ. 

Адекватность созданных моделей проверялась на 
экспериментальной установке по изучению электро-
вихревых течений с использованием расплава олова 
(рис. 3).  

 

 
Рис. 3. Экспериментальная установка 

Модельная ванна имеет следующие геометриче-
ские характеристики: диаметр по свободной поверх-
ности жидкого металла совпадает с диаметром поди-
ны в в 250 мм,D d= =  высота в 40 мм.H =  Токопод-
вод к расплаву осуществлялся через медный 
цилиндрический катод диаметром к 8ммd =  и два 
подовых анода диаметром a 15 мм.d =  Общий ток 
через ванну составлял около 1  кА.  

При одинаковых условиях проведения исследо-
ваний сравнивались результаты, полученные посред-
ством компьютерного и физического моделирования. 
Установлено, что: 

• эквипотенциальные линии (рис. 4, а–в) концен-
трируются вблизи зоны контакта с дугой, затем рас-
ходятся и вновь сосредоточиваются вблизи поверх-
ности анода; 

• модуль вектора напряженности электрического 
поля E

r
 увеличивается при приближении к пятну 

дуги и анодам; 
• азимутальная проекция плотности тока Jϕ

r
 су-

щественно меньше двух других компонент rJ
r

 и ;zJ
r
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• большая часть тока протекает через усеченный 
конус, основания которого лежат в области пятна 
дуги и области анодов; 

• при удалении от линии, соединяющей центры 
пятна дуги и анода (ов) ,E

r
 ток резко падает и на 

периферии ванны ослабляется в несколько тысяч раз, 
при этом напряженность магнитного поля ослабляет-
ся всего на порядок (рис. 3, г–д); 

• максимальные ОЭМС концентрируются в об-
ластях пятна дуги и анодов, достигая своих экстре-
мальных значений на их краях, и стремятся к нулю 
в центре; 

• радиальная rf
r

 и азимутальная fϕ

r
 составляю-

щие ОЭМС стягивают расплав к области пятна дуги 
и анодов, при этом осевая составляющая zf

r
 уводит 

расплав от их поверхностей. 
При расположении единственного подового элек-

трода по центру подины в ванне расплава наблюда-
ется симметричная картина распределения всех элек-
тромагнитных параметров относительно оси ванны, 
при этом 0,r zE H H fϕ ϕ= = = =  что согласуется 
с результатами работы [6]. Как следствие, в ванне 
отсутствует азимутальное течение расплава. 

При других вариантах расположения анода (ов), 
как результат асимметричного растекания тока отно-
сительно оси ванны, в расплаве присутствуют все 
составляющие напряженности электрического и маг-
нитного полей и ОЭМС, поэтому движение расплава 
имеет более сложный характер. 

На рис. 5, а–в показано распределение состав-
ляющих ОЭМС в плоскости, проходящей через оси 
ванны и анода. На их основе построены схемы дви-
жения расплава в данной плоскости (рис. 5, г) и на 
поверхности расплава (рис. 5, д).  

В вертикальной плоскости, проходящей через оси 
анода и ванны, а также близкой к ним образуются 
два вихря (см. рис. 5, г). Во всех остальных плоско-
стях образуется один большой вихрь: расплав затя-
гивается под дугу и всплывает вдоль стенок ванны. 

Экспериментальное исследование подтвердило 
полученный посредством компьютерного моделиро-
вания характер течения на поверхности ванны. 
С помощью видеосъемки установлено, что расплав 
интенсивно стягивается к катоду и затем уносится 
вглубь ванны. На поверхности ванны в области рас-
положения анодов расплав выталкивается вверх 
вдоль их осей. 

При двух симметрично расположенных анодах 
( 180 )Δϕ = °  принципиальная схема движения рас-
плава не претерпевает серьезных изменений. 

При расположении анодов, когда 1 2 ,a аx x=  

1 2 ,а аd d=  2 1 90 ,a aΔϕ = ϕ − ϕ = °  и одинаковых токах 
через них 1 2а aI I=  в ванне расплава будет наблю-
даться симметричная картина распределения ОЭМС 
относительно плоскости AA, перпендикулярной пря-
мой, соединяющей центры анодов и проходящей 
через ось ванны (рис. 6, б).  

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 

 
д 

Рис. 4. Распределение изолиний поля потенциалов для 
случаев одного анода (а), двух анодов при 180Δϕ = °  (б), 
двух анодов при 90Δϕ = °  (в) на подине ванны; распреде-
ление осевой (г) и радиальной (д) составляющих магнитно-
го поля в безразмерном виде в плоскости, проходящей 

через оси анода и ванны при ах = 80 мм 
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Рис. 5. Распределение радиальной rF  (а), осевой zF  (б) 
и азимутальной Fϕ  (в) составляющих ОЭМС, схема тече-
ния расплава в плоскости, проходящей через оси ванны 
и анода (г), и схема течения расплава на поверхности ван-
ны (д) при асимметричном расположении подового анода 
и ах =80 мм:  – область активного затягивания распла-

ва вглубь ванны;  – область активного всплытия рас-
плава 

 
а 

0°180°

90°

270°

A

A

анод 1

анод 2

 
б 

 
в 

Рис. 6. Характер поведения составляющих ОЭМС в зави-
симости от азимутальной координаты (а) при наличии 
двух электродов на подине ванны (б) при 1 180 ,aϕ = °  

2 270 ,аϕ = °  30 мм,z =  70 мм=r  и схема движения рас-
плава на поверхности ванны (в):  – область активного 
затягивания расплава вглубь ванны;  – область актив-
ного всплытия расплава 

С учетом азимутальной координаты плоскости 
АА ( )2 1 2а аθ = ϕ + ϕ  установлены следующие зако-
номерности распределения ОЭМС (рис. 6, а): 

( ) ( ),r rf fθ − α = θ + α  ( ) ( ),z zf fθ − α = θ + α  

( ) ( ),f fϕ ϕθ − α = − θ + α  

где 0 180 .° < α < °  
Исходя из симметричного распределения 

ОЭМС схема течения расплава в ванне ДППТ бу-
дет также симметрична относительно плоскости 
АА (рис. 6, в), что подтверждается лабораторными 
экспериментами. 
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Выводы 
Создана математическая модель расчета распре-

деления поля потенциалов, напряженности электри-
ческого и магнитного полей, а также поля ОЭМС 
в токопроводящей ванне ДППТ с одним и двумя по-
довыми электродами. Установлены закономерности 
распределения электромагнитных параметров, а так-
же схемы течения расплава. Проведено сопоставле-
ние схем течения расплава, полученных в результате 
обработки расчетов распределения ОЭМС с резуль-
татами экспериментов, что позволяет говорить об 
адекватности созданной математической и компью-
терной модели. В дальнейшем разработанную мате-
матическую модель можно применять для расчета 
ОЭМС с целью выявления схем движения расплава 
и поиска наиболее оптимальной конфигурации ван-
ны и анодов с точки зрения эффективного переме-
шивания расплава и минимального размытия футе-
ровки ванны. 
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I. M. Yachikov, V. N. Managarov 
Simulation of Volumetric Electromagnetic Forces in DC Arc Furnace 

The article proposes a mathematical and computer model for calculating distribution of electric and magnetic field intensity, as well as volu-
metric electromagnetic forces in a DC arc furnace with one and two bottom electrodes with different currents. The distribution patterns of electro-
magnetic parameters as well as flow pattern of melt are established. 
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РАЗМЕРНОСТЬ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЙ 

 
В статье рассмотрены вопросы подсчета параметров различных геометрических многообразий. 
 
 

одсчет параметров различных многообразий 
представляет важную составную часть 
в решении ряда задач науки и техники. Эти-

ми задачами занимается исчислительная геометрия.  
Для определения k-плоскости в n-мерном про-

странстве необходимо задать (k + 1) – линейно неза-
висимую точку. Каждая из этих точек в n-мерном 
пространстве имеет n степеней свободы (определяет-
ся заданием n координат). Следовательно, на задании 
всех k+1 точек затрачиваем n(k + 1) параметров. 

В n-мерном пространстве линейно независимая 
система из (k + 1) точек составляет n(k + 1)-
параметрическое множество. 

Однако каждая из (k + 1) точек, находясь в k-плос-
кости, имеет k(k + 1) степеней свободы. Следователь-
но, число уcловий P, требуемых для определения  
k-плоскости, принадлежащей n-мерному простран-
ству, равно размерности каждой точки в n-мерном 
пространстве, т. к. n(k + 1) минус размерность P-плос-
кости в P-мерном пространстве, т. е. k(k + 1): 

P = n(k + 1) – k(k + 1) = (k + 1)(n – k). 

Число Р степеней свободы (параметрическое чис-
ло) k-плоскости в n-пространстве равно 

P = (k + 1) (n – k). 

Это число называется постоянным числом k-про-
странства [1, с. 36]. Известно, что число (k + 1)(n - k), 
т. е. число параметров, от которых зависит k-плос-
кость в n-мерном пространстве, стоит на (k + 1)-м 
месте в n-й строке в «подвешенной за угол» таблице 
умножения. 

 
      1       
     2  2      
    3  4  3     
   4  6  6  4    
  5  8  9  8  5   
 6  10    12  10  6  

7  12  15  16  15  12  7 
 
Например, из 7-й строки этого алгоритма мы уз-

наем, что в P7 имеется ∞7 точек, ∞12 прямых, ∞15 
плоскостей, ∞16 3-плоскостей, ∞15 4-плоскостей, 
∞12 5-плоскостей, ∞7 гиперплоскостей. 

Симметрия этой таблицы иллюстрирует принцип 
двойственности в проективном пространстве Pn, со-

гласно которому доказанные утверждения об инци-
дентности k1-плоскостей, k2-плоскостей, …, ks-плос-
костей остаются справедливыми и для (n – k1 – 1), 
плоскостей, (n – k2 – 1), плоскостей, …, (n – ks – 1), 
плоскостей. Если (k+1) линейно зависимы, т. е. 
(k + 1)(n + 1) матрицы из их координат меньше k + 1, 
то существует «натянутое» на них подпространство 
(оболочка) Pr – 1 меньшей размерности, где r – ранг 
матрицы. 

Факторизация множеств. Пусть М – n-мерное 
множество и элементу а ∈ М соответствует n пара-
метров (а1, а2, …, аn). Зафиксируем один параметр, 
например положим аn = 0. Элемент из М1 определя-
ется набором из оставшихся (n – 1) параметров. На-
пример, если М – пространство и (x, y, z) – коорди-
наты точки, то М1 – плоскость z = 0. Поскольку име-
ется ∞1 способов, которыми мы можем фиксировать 
параметр а0, то множество М разбивается на одно-
мерное множество (n – 1)-мерных подмножеств, ка-
ждое из которых соответствует одному из ∞1 значе-
ний параметра а0, причем никакие два из этих под-
множеств не пересекаются, а объединение всех этих 
подмножеств есть М. Эти подмножества (слои) есть 
классы эквивалентности. Таким образом, множество 
(слоев, фактормножеств) одномерное. В вышеприве-
денном примере этими слоями являются плоскости, 
параллельные плоскости z = 0. Вообще, фиксируя ∞k 
раз k каких-то независимых параметров, мы рас-
слаиваем n-мерное множество ∞k по ∞n – k элементов 
в каждом. Поэтому ∞k ∞n – k = ∞n, т. е. степени сим-
вола ∞ можно умножать по обычному правилу ум-
ножения степеней одного и того же числа: «показа-
тели степеней складываются».  

Итак, если множество М разбить на ∞k попарно 
непересекающихся и покрывающих все М подмно-
жеств ∞m в каждом, то М составит ∞k + m элементов, 
т. е. ∞k ∞m = ∞k + m. Пример. Окружностей в про-
странстве ∞6 по ∞3 окружностей в каждой плоскости, 
а плоскостей в трехмерном пространстве ∞3, по-
скольку на множестве окружностей пространства 
отношение «лежать в одной плоскости» является 
классом эквивалентности. 

Использование уравнений. Придавая коэффициен-
там в общем уравнении плоскости Ax + By + Cz +  
+ D = 0 определенные значения A0, B0, C0, мы полу-
чим определенную плоскость μ ∈ М, где М – 

П 
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множество всех плоскостей пространства. Однако 
отображенным «четверкам чисел» плоскости μ  от-
вечает любая из четверок коэффициентов kA0, kB0, 
kC0, где k – любое не равное нулю число, т. е. урав-
нения 

 

0 0 0
1

0 0 0

0
плоскость

0

+ + + =⎧
⎪∞ …………………………… →⎨
⎪ + + + =⎩

A x B y C z D

kA x kB y kC z kD
 (1) 

Уравнения (1) задают одну и ту же плоскость; по-
этому одной плоскости соответствуют ∞1 («столько 
же, сколько» чисел k) попарно пропорциональных 
четверок. Отношение «быть попарно пропорцио-
нальными» является отношением эквивалентности 
на множество четверок чисел. Соответствие «классы 
пропорциональных четверок» ↔ «плоскости про-
странства» однозначно уже в обе стороны, и поэтому 
плоскостей в пространстве столько же, сколько та-
ких классов, т. е. ∞3. 

Если объект, определяемый уравнением, не меня-
ется при умножении всех коэффициентов уравнения 
на одно и то же число, то коэффициенты называются 
однородными. В уравнении плоскости коэффициен-
ты однородные. В общем уравнении коники (кривой 
второго порядка) на плоскости Ax2 + By2 + Cxy + 
+ Dx + Ey + F = 0 шесть однородных коэффициен-
тов. Имеем взаимно однозначное соответствие 
«класс пропорциональных шестерок» → «коника на 
плоскости». А поскольку в каждый класс входит ∞1 
пропорциональных шестерок, то таких классов ∞5. 
Запишем уравнение кривой m-го порядка в общем 
виде. Для удобства подсчета числа коэффициентов 
неизвестные в равных степенях запишем в отдель-
ных строках. Причем первая строка имеет степень 
коэффициентов, равную m, вторая строка – степень 
на единицу меньше, т. е. m – 1 и т. д., коэффициенты 
имеют двойную индексацию, где первая цифра обо-
значает номер строки, а вторая место коэффициентов 
в строке. 

A11xm+A12xm–1y1+…+A1mx1ym–1+A1(m+1)ym 

A21xm–1+A22xm–2y1+…+A2(m–1)x1ym–1+A2mym–1+ 

+……………………………………………….+ 

+……………………………………………….+ 

A(m–1)1x2+A(m–1)2xy+A(m–1)3y2+ 

+Am1x+Amиy+ 

A(m+1)1=0 

Общее число коэффициентов, по известной схеме 
Гаусса, равно сумме коэффициентов первой и по-
следней строки, второй и предпоследней, третьей от 
начала и третьей от конца, …, т. е. всегда постоянна 
и равна m + 2, а число строк равно m + 1. Следова-
тельно, число коэффициентов в этом уравнении равно 

(m + 1)(m + 2)/2. 

Число параметров для кривой n-го порядка на 
единицу меньше, т. к. коэффициенты в этом уравне-
нии однородные. Уменьшив это число на единицу, 
получим параметрическое число Р плоской алгеб-
раической кривой общего вида m-го порядка: 

( 1)( 2) ( 3)1 ,
2 2

+ + +
= − =

m m m mР  (2) 

– для четырехмерного пространства гиперповерх-
ностью является поверхность, образующие которой 
являются двумерными; 

– для n-мерного пространства гиперповерхностью 
является (n – 1)-плоскость, образующие которой яв-
ляются (n – 2)-мерными. 

В многомерной геометрии поверхность (кривая), 
порядок которой равен порядку операционного про-
странства, называется нормповерхностью или норм-
кривой. 

Для определения количества параметров любой 
алгебраической кривой общего вида в n-мерном про-
странстве поступаем так: по формуле (2) определяем 
параметрическое число плоской алгебраической кри-
вой общего вида. Затем определяем количество но-
сителей (плоскостей) в n-мерном пространстве. 

Известно, что 2-плоскость однозначно задается 
тремя точками, на каждую из которых в n-мерном 
пространстве тратится 3n параметров. Однако каж-
дая их 3 точек, находясь в 2-плоскости, имеет 
2(2 + 1) = 6 степеней свободы. Следовательно, число 
условий Р, требуемых для определения 2-плоскости, 
принадлежащей n-пространству, равно (1): 

Р = 3(n – 2). 

Таким образом, общее число параметров плоской 
алгебраической кривой общего вида в n-мерном про-
странстве равно 

( 3) 3( 2),
2

m mР n+
= + −  (3) 

где m – порядок кривой; n – размерность пространства. 
Следовательно, коник в Р2 ∞5 

Рз ∞8 

Р4 ∞11 

…… 

Рn∞5+3(n – 2) 

Однако это не распространяется на кривые част-
ного вида. Например, известно, что окружностей 
(кривых 2-го порядка) на плоскости ∞3, а не ∞5. Это 
объясняется тем, что окружность – это циркульная 
кривая, обладающая двумя циклическими точками, 
на которые не надо тратить параметров. 

Аналогично подсчитывается параметрическое 
число алгебраической поверхности n-го порядка, 
принадлежащей трехмерному пространству: 

( 1)( 2)( 3) 1.
1 2 3

m m mР + + +
= −

⋅ ⋅  
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Такая форма записи для подсчета параметриче-
ского числа двумерной поверхности m-го порядка, 
принадлежащей 3-пространству, дает простое ее 
обобщение для подсчета параметрического числа 
гиперповерхности m-го порядка n-мерного про-
странства: 

( 1)( 2)( 3)...( )
!

m m m m nP
n

+ + + +
=  

или 

1
1 ( ) 1.
!

n
iP П m i

n =⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  

Для определения параметрического числа дву-
мерной поверхности m-го порядка в n-мерном про-
странстве поступаем так: по формуле 

( )
3

1

1 П 1
3! i

P m i
=

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 определяем параметрическое 

число гиперповерхности общего вида в Р3. Затем 
определяем количество носителей (3-плоскостей) 
в n-мерном пространстве. Известно, что 3-плоскость 
однозначно задается четырьмя точками, на каждую 
из которых тратится в n-мерном пространстве 
4n параметров. Однако каждая из четырех точек, 
находясь в 3-плоскости, определяется 12 параметра-
ми. Следовательно, число параметров Р, требуемых 
для определения 3-плоскости, принадлежащей  
n-пространству, равно 

Р = 4п – 12 = 4(п – 3). 

Таким образом, общее число параметров двумер-
ной поверхности m-мерного порядка общего вида 
в n-мерном пространстве, равно 

P = 4n – 12 = 4(n – 3). 

Таким образом, общее число параметров двумер-
ной плоскости m-мерного порядка общего вида  
в n-мерном пространстве равно 

1
1 ( ) 1
!

n
iP П m i

n =⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ + 4(n – 3), (4) 

где n – размерность пространства; m – порядок дву-
мерной поверхности. 

Из формулы (4) имеем 2-мерных поверхностей  
2-го порядка в  

Р3 ∞9 

Р4 ∞13 

………. 

Рn∞9+4(n-3) 

Факторизация множества определителей. Еще 
один прием подсчета параметров связан с заданием 
элемента, принадлежащего множеству, элементами 
каких-то других (сопровождающих) многообразий. 
Например: прямую в пространстве можно задать: 
а) парой ее точек; б) ее точкой и параллельной ей 
прямой; в) пересекающимися плоскостями и т. п.; 
плоскость в пространстве можно задать: а) тройкой 

неколлинейных точек; б) точкой и прямой, не прохо-
дящей через эту точку; в) парой пересекающихся 
прямых и т. п. Назовем определителем элемента 
a ∈ M такой набор условий, с помощью которых 
однозначно определяется элемент a. 

Связывание параметров. Если на элементы  
n-мерного многообразия М наложено какое-то усло-
вие и элементы из М1, удовлетворяющие этому ус-
ловию, образуют n-мерное многообразие, то говорят, 
что это условие связывает n – n1 степеней свободы, 
т. е. понижает размерность многообразия М1 на n – n1. 
Аналитически такое условие эквивалентно тому, что 
n параметров, соответствующие элементам из М, 
удовлетворяют n – n1 уравнениям. Например, при 
связывании координат одним уравнением F(x, y, z) = 0 
из трехмерного множества точек пространства выде-
ляется его двумерное подмножество; связывая коор-
динаты двумя (тремя) уравнениями, мы выделяем из 
трехмерного пространства его одномерное (нуль-
мерное) подмножество. Требуя, чтобы некоторая 
поверхность проходила через данную точку, мы 
уменьшаем на единицу число параметров, от кото-
рых зависит эта поверхность (или, что то же самое, 
размерность многообразия таких поверхностей), т. к., 
подставляя координаты данной точки в общее урав-
нение поверхности, мы получили одно уравнение 
между коэффициентами. 

Аналогично требование проходить через данную 
точку связывает у плоской кривой одну степень сво-
боды, а у пространственной кривой – две. Требование 
касаться данной прямой связывает у развертываемой 
поверхности две, а у неразвертываемой поверхности 
одну степень свободы. Требование: а) пересекать 
данную прямую прямой один раз; б) дважды; в) ка-
саться ее – связывает у пространственной кривой 
соответственно одну, две, три степени свободы. Если 
плоская кривая имеет i-кратную точку, то она экви-

валентна заданию ( 1)
2

i i +  простых точек, т. е. усло-

вие прохождения плоской кривой через i-кратную 

точку связывает у последней ( 1)
2

i i +  параметров. 

Вообще, если компонента определителя элемента 
a∈M, то она понижает размерность М на n – k, где  
n – размерность многообразия объектов k вообще, 
а k – размерность многообразия таких объектов K, 
которые находятся в заданном отношении с элемен-
том а. Таким образом, имеем следующую модифика-
цию приема подсчета параметров с помощью опре-
делителя: чтобы найти dim M, нужно найти число 
параметров, поглощаемых каждой компонентой оп-
ределителя, и все эти числа сложить. 

В статье получены аналитические зависимости 
в виде обобщенных формул: 

• для подсчета числа параметров плоских алгеб-
раических кривых, находящихся в пространствах 
большего числа измерений; 

• для подсчета числа параметров двумерных ал-
гебраических поверхностей m-го порядка, погру-
женных в пространство n-измерений, где n > m. 
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Умение считать параметры позволяет вам не 
только проверять корректность постановки задачи, 
но и дает возможность формулировать новые задачи. 
Взяв интересующий объект и комбинируя различ-
ными способами его элементы, с помощью подсчета 
числа параметров этих элементов добейтесь, чтобы 
набор выбранных элементов оказался определителем 
этого объекта. 

Таким образом, при изучении различных отобра-
жений пространства, находя образы в этих взаимно 
однозначных отображениях различных пространст-
венных объектов – точек, линий, поверхностей, не-

обходимо всякий раз проверять, совпадают ли раз-
мерности множества объектов (прообразов) и мно-
жества модели (образов). Несовпадение этих чисел 
означает, что образ определен неверно, т. е. модель 
не соответствует оригиналу. 
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ДИСПЕРСИОННАЯ ФУНКЦИЯ РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ КОШИ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 
Рассматривается задача Коши для двумерного неоднородного уравнения теплопроводности, коэффициенты которого являются 

случайными процессами. Получена формула для дисперсионной функции решения. 
 
 

остановка задачи. Пусть R  – веществен-
ная ось; C  – комплексная плоскость; 

1( )L T  – пространство суммируемых на от-
резке T  функций [1, c. 376]; ( )L T∞  – пространство 
существенно ограниченных на T  функций; 

[ ]( )ηξ,fFxy  – преобразование Фурье [2, c. 103] по 

переменным ( )yx, ; [ ]( )yxfF ,1−
ξη  – обратное преобра-

зование Фурье по переменным ( )ηξ, ; знак ∗  обозна-
чает свертку функций по переменным ( )yx, ; ∗€  – 
свертку по переменным ( )yx €,€ ; ∗′  – свертку по пере-
менным ( )yx,  и ( )yx €,€ . 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения тепло-
проводности 

2 2

1 22 2

3

( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( )

( ) ( , , ) ( , , );

∂ ∂ ∂
= ε + ε +

∂ ∂ ∂
+ε +

u t x y u t x y u t x yt t
t x y

t u t x y f t x y
 

(1)
 

( ) ( ),,,,0 yxgyxtu =  (2) 

где [ ] RTttt ⊂=∈ 10 ,  – время; ,x R∈  ,y R∈  

1( ) : ,t T Cε →  2 ( ) : ,t T Cε →  3 ( ) : ,t T Cε →  

CRTyxtf →× 2:),,(  – случайные процессы, неза-
висящие от случайного процесса 2( , ) : .g x y R C→  

Задача состоит в нахождении дисперсионной 
функции решения задачи (1), (2). 

Будем предполагать, что 0)(1 >ε t , 0)(2 >ε t  при 
Tt ∈ , реализации случайных процессов 1( ),tε  2 ( ),tε  
)(3 tε  принадлежат пространству ( ),L T∞  реализации 

процесса ),,( yxtf  принадлежат пространству 
2( ),L T R∞ ×  случайные процессы 1( ),tε  2 ( ),tε  3 ( ),tε  

),,( yxtf  заданы характеристическим функционалом 
[3, c. 30]: 

( ) [

] ( ) ( )
2

1 2 3 1 1 2 2

3 3 1 2 1 2 1 2

, , , exp ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) , , , , ,

T

T R

v v v w M i s v s s v s

s v s ds i f s w s d d ds

⎛ ⎛
ψ = ε + ε +⎜ ⎜⎜ ⎝⎝

⎞⎞
+ε + τ τ τ τ τ τ ⎟⎟⎟⎟⎠⎠

∫

∫ ∫
 

где 1 1( ),v L T∈  2 1( ),v L T∈  3 1( ),v L T∈  2
1( ),w L T R∈ ×  

)(zM  – математическое ожидание случайного про-
цесса z . 

Обозначим через ( )⋅χ ,, ba  функцию, определяе-
мую по следующему правилу: ( ) )(sign,, assba −=χ  
при ,s  принадлежащем отрезку с концами a  и ,b  
и ( ) 0,, =χ sba  в противном случае. 

Вспомогательные теоремы. В [4, с. 14, 16] 
были получены формулы для математического 
ожидания и второй моментной функции решения 
задачи (1), (2). Приведем теоремы без доказатель-
ства. 

П 
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Теорема 1. Если существуют непрерывные по 1,v  

2 ,v  3v  вариационные производные характеристичес-
кого функционала ( )wvvv ,,, 321ψ   

1 2 3( , , , ) ,
( )j

v v v w
v t

δψ
δ

 
2

1 2 3( , , , ) ,
( ) ( , , )j

v v v w
v t w x y

δ ψ
δ δ τ

 1,2,3,j =  

при , ,τ ∈t T  функция ( )( )yxgM ,  суммируема на 2 ,R  
тогда обобщенное математическое ожидание ре-
шения задачи (1), (2) находится по формуле 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
0

1

2 2
0 0 0

2 2
1

, , ,

, , , , , , , , ,0 ,

, , , , , , , , ,0
, ,

                           , , .                           (

−
ξη

−
ξη

= ∗ ×

⎡ ⎤× ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ −⎣ ⎦
⎡ ⎡ ⎤δψ ξ χ τ ⋅ η χ τ ⋅ − χ τ ⋅
⎢ ⎢ ⎥− ×

δ τ⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣
⎤× ξ η τ⎡ ⎤⎣ ⎦⎦

∫
t

xy
t

M u t x y M g x y F

i t t i t t i t t x y

i t i t i t
i F F

w x y

x y d 3)

 

Теорема 2. Если характеристический функцио-
нал ( )wvvv ,,, 321ψ  имеет непрерывные по 1,v  2 ,v  3v  
вариационные производные 

1 2 3( , , , ) ,
( )j

v v v w
v t

δψ
δ

 
2

1 2 3( , , , ) ,
( ) ( , , )j

v v v w
v t w x y

δ ψ
δ δ τ

 

3
1 2 3( , , , ) ,

€ €( ) ( , , ) ( , , )j

v v v w
v t w x y w x y

δ ψ
δ δ τ δ α

 1, 2, 3,=j  

при , , ,α τ ∈t T  функции ( )( )yxgM ,  и ( ) ( )( )yxgyxgM €,€,  

суммируемы на 2R  и 22 RR ×  соответственно, тогда 
обобщенная вторая моментная функция решения за-
дачи (1), (2) имеет вид 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( )
0

1

1 2 2 2 2
€ 0 0 0 0 0 0€

1
€€

2 2 2 2
01

€€

€ € € €, , , , , ,

€ € € €, , , , , , , , , , , , , , ,0 , ,

,

€ €, , , , , , ,

s

t

xy

M u t x y u s x y M g x y g x y F

F i t s i t t i t s i t t i t s i t t x y x y

i M g x y F

i s i t t i s i t
F F

−
ξη

−
ξη

−
ξη

−
ξη

′= ∗ ×

⎡ ⎤⎡ ⎤× ψ ξ χ ⋅ + ξ χ ⋅ η χ ⋅ + η χ ⋅ − χ ⋅ − χ ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

− ∗ ×

δψ ξ χ τ ⋅ + ξ χ ⋅ η χ τ ⋅ + η χ
×

∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

0 0

1

2 2 2 2
0 0 01

€€

, , , , , , , ,0
€ € € €, , ,

€ €, ,

€€ €,

€ €, , , , , , , , , , , , , , ,0
€ €,

, ,

t

t

xy

t i s i t t
x y x y d

w x y

i M g x y F

i t s i t i t s i t i t s i t
F F x y

w x y

−
ξη

−
ξη

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤⋅ − χ τ ⋅ − χ ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ξ η τ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥δ τ
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

− ∗ ×

⎡ ⎡ ⎤δψ ξ χ ⋅ + ξ χ τ ⋅ η χ ⋅ + η χ τ ⋅ − χ ⋅ − χ τ ⋅
⎢ ⎢ ⎥×
⎢ ⎢ ⎥δ τ
⎢ ⎣ ⎦⎣

∫

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1 1
€ €€€

2 2 2 2 2

, ,

€ €, , , , , , , , , , , , , , ,0
€ € € €, , , , .

€ €, , , ,

t s

xy xy
t t

x y d

F F F F

i s i t i s i t i s i t
x y x y d d

w x y w x y

− −
ξη ξη

⎡ ⎤⎤
⎢ ⎥⎥ ξ η τ −⎢ ⎥⎥

⎥⎢ ⎥⎦⎣ ⎦

⎡ ⎡ ⎡− ×⎣⎣⎣

⎤⎤⎤⎡ ⎤δ ψ ξ χ α ⋅ + ξ χ τ ⋅ η χ α ⋅ + η χ τ ⋅ − χ α ⋅ − χ τ ⋅ ⎥⎥⎥⎢ ⎥× ξ η ξ η α τ⎥⎥⎥⎢ ⎥δ τ δ α
⎥ ⎥⎥⎣ ⎦ ⎦ ⎦ ⎦

∫ ∫

 

(4) 

Нахождение дисперсионной функции. Вычислим теперь дисперсионную функцию ( )( ), ,D u t x y =  

( )( ) ( )( )( )22 , , , , .M u t x y M u t x y= −  

Используя формулу (4), найдем 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

2 2 1 2 2
0 0 0

1

2 2 2 2
0 0 01

, , , 2 , , ,2 , , , 2 , , ,0 ,

2 ,

, , , , , , , , , , , , , , ,0
, , ,

, ,

t

t

xy

M u t x y M g x y F i t t i t t i t t x y

i M g x y F

i t t i t i t t i t i t t i t
F F x y x y d

w x y

−
ξη

−
ξη

−
ξη

⎡ ⎤= ∗ ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ −⎣ ⎦

− ∗ ×

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤δψ ξ χ ⋅ + ξ χ τ ⋅ η χ ⋅ + η χ τ ⋅ − χ ⋅ − χ τ ⋅
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥× ξ η τ −
⎢ ⎥δ τ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

2 2 2 2 2
1 1

2 1 2 2
0 0 0

, , , , , , , , , , , , , , ,0
, , , ,

, , , , , 2 , , ,2 , , , 2 , , ,0 ,

t t

xy xy
t t

i t i t i t i t i t i t
F F F F

w x y w x y

x y x y d d M g x y F i t t i t t i t t x

− −
ξη ξη

−
ξη

⎡ ⎡ ⎡ ⎡ ⎤δ ψ ξ χ α ⋅ + ξ χ τ ⋅ η χ α ⋅ + η χ τ ⋅ − χ α ⋅ − χ τ ⋅⎢ ⎢ ⎢ ⎢ ⎥− ×
⎢ ⎢ δ τ δ α⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣⎣⎣

⎤ ⎡ ⎤⎤× ξ η ξ η α τ = ∗ ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅⎤⎦ ⎦ ⎣ ⎦⎦

∫ ∫

( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

0

2 2 2 2
0 0 01

2 2 2 2 2
1

, , , , , , , , , , , , , , ,0
2 , ,

, ,

, , , , , , , , , , , , , , ,0
,

, , , ,

t

t

xy

y

i t t i t i t t i t i t t i t
i M g x y F x y d

w x y

i t i t i t i t i t i t
F F

w x y w x y

−
ξη

−
ξη

−

⎡ ⎤δψ ξ χ ⋅ + ξ χ τ ⋅ η χ ⋅ + η χ τ ⋅ − χ ⋅ − χ τ ⋅
⎢ ⎥− ∗ τ −

δ τ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎡ ⎤δ ψ ξ χ α ⋅ + ξ χ τ ⋅ η χ α ⋅ + η χ τ ⋅ − χ α ⋅ − χ τ ⋅

⎢ ⎥− ξ η
δ τ δ α⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

( )
0 0

, .
t t

t t

x y d d
⎤

⎢ ⎥ α τ
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

 

Воспользовавшись формулой (3), получим 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

2 1 2 2
0 0 0

2
2 2

1

2
1 2 2

0 0 0

, , , , , , , , , , , ,0 ,

, , , , , , , , ,0
, ,

, ,

, , , , , , , , , ,0 ,

t

xy
t

M u t x y M g x y F i t t i t t i t t x y

i t i t i t
i F F x y d

w x y

M g x y F i t t i t t i t t x y

−
ξη

−
ξη

−
ξη

⎡ ⎤= ∗ ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ −⎣ ⎦

⎞⎡ ⎤⎡ ⎤δψ ξ χ τ ⋅ η χ τ ⋅ − χ τ ⋅
⎟⎢ ⎥⎢ ⎥− ξ η τ =
⎟δ τ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎠

⎡ ⎤= ∗ ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ −⎣ ⎦

∫

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

1 2 2
0 0 0

2 2
1

2 2
1

2 , , , , , , , , , ,0 ,

, , , , , , , , ,0
, ,

, ,

, , , , , , , , ,0
,

, ,

t

xy
t

xy

i M g x y F i t t i t t i t t x y

i t i t i t
F F x y d

w x y

i t i t i t
F F

w x y

−
ξη

−
ξη

−
ξη

⎡ ⎤− ∗ ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ ×⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤δψ ξ χ τ ⋅ η χ τ ⋅ − χ τ ⋅
⎢ ⎥⎢ ⎥× ξ η τ −

δ τ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤δψ ξ χ τ ⋅ η χ τ ⋅ − χ τ ⋅
⎢ ⎥⎢ ⎥− ξ η

δ τ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

( )
0

2

, .
t

t

x y d
⎛ ⎞
⎜ ⎟τ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

 

Вычислив ( )( ) ( )( )( )22 , , , , ,M u t x y M u t x y−  получим 

( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 2 1 2 2
0 0 0

2
1 2 2

0 0 0

1 2 2 2 2
0 0

, ,

, , , , , 2 , , ,2 , , , 2 , , ,0 ,

, , , , , , , , , ,0 , 2 ,

, , , , , , , ,
, ,

D u t x y

M u t x y M u t x y M g x y F i t t i t t i t t x y

M g x y F i t t i t t i t t x y iM g x y

F i t t i t i t t i
w x y

−
ξη

−
ξη

−
ξη

=

⎡ ⎤= − = ∗ ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ −⎣ ⎦

⎡ ⎤− ∗ ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ − ∗⎣ ⎦

δ
∗ ψ ξ χ ⋅ + ξ χ τ ⋅ η χ ⋅ + η χ τ

δ τ
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

0

0

0

1 2 2
0 0 0

2 2
1

2 2 2
1

, , , , , , ,0 ,

, , , , , , , , ,0 ,

, , , , , , , , ,0
, ,

, ,

, ,

t

t

t

xy
t

xy

t i t t i t x y d

F i t t i t t i t t x y

i t i t i t
F F x y d

w x y

i t i
F F

−
ξη

−
ξη

−
ξη

⎛ ⎡ ⎤
⋅ − χ ⋅ − χ τ ⋅ τ −⎜ ⎢ ⎥⎜ ⎣ ⎦⎝

⎞⎡ ⎤− ψ ξ χ ⋅ η χ ⋅ − χ ⋅ ×⎣ ⎦ ⎟
⎟ −⎡ ⎤⎡ ⎤δψ ξ χ τ ⋅ η χ τ ⋅ − χ τ ⋅ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥× ξ η τ⎟δ τ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎠

δ ψ ξ χ α ⋅ + ξ
−

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

0 0

0

2 2

2
2 2

1

, , , , , , , , , , , , ,0
, ,

, , , ,

, , , , , , , , ,0
, , .

, ,

t t

t t

t

xy
t

t i t i t i t i t
x y d d

w x y w x y

i t i t i t
F F x y d

w x y
−

ξη

⎡ ⎤⎡ ⎤χ τ ⋅ η χ α ⋅ + η χ τ ⋅ − χ α ⋅ − χ τ ⋅
⎢ ⎥⎢ ⎥ ξ η α τ +

δ τ δ α⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤δψ ξ χ τ ⋅ η χ τ ⋅ − χ τ ⋅
⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥+ ξ η τ
⎜ ⎟δ τ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠

∫ ∫

∫
 (5) 

Мы доказали следующий результат. 
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2, 

тогда (5) является обобщенной дисперсионной 
функцией решения задачи (1), (2). 
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The Dispersion Function for Solution of Stochastic Cauchy Problem for Heat Conduction Equation 

The Cauchy problem for a two-dimensional inhomogeneous heat conduction equation with random coefficients is considered. The dispersion 
function formula for the problem solution is derived. 
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ПРОБЛЕМА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ В ЗАДАЧАХ НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ  

В ПРОСТРАНСТВАХ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ.  
АЛГЕБРА ЛИ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

 
Исследуется задача о движении материальной точки по сфере (с метрикой постоянной положительной кривизны) в поле одного 

гравитационного центра (задача Кеплера) и в поле двух центров (задача двух центров). В работе проведена регуляризация рассматри-
ваемых задач на двумерной сфере, после которой векторное поле становится полным и ведет себя регулярным (интегрируемым) обра-
зом. Выписаны интегралы движения для задачи двух центров на сфере в различных координатах.  

 
 

опрос о регуляризации занимает одно из 
центральных мест в небесной механике. Не-
которые решения уравнений движения клас-

сических задач при 0γ >  имеют сингулярность, что 
соответствует падению материальной частицы на 
гравитационный центр. В точке сингулярности ско-
рость движения бесконечна (т. е. векторные поля не 
полны). Однако после подходящей регуляризации 
эта сингулярность может быть устранена. 

Регуляризация задачи Кеплера на сфере 
Проведем регуляризацию задачи Кеплера на дву-

мерной сфере [1]. Рассморим гравитационный центр, 

размещенный в полюсе сферы 2 2 2
0 1 2

1q q q+ + =
λ

 (для 

пространства Лобачевского уравнение верхней полы 

гиперболоида 2 2 2 2
0

1,q R R− = =
λ

q ) с координатами 

( )0 1 2
1, , ,0,0⎛ ⎞

= ⎜ ⎟λ⎝ ⎠
q q q  (рис. 1). Здесь λ  – кривизна, 

R – радиус кривизны. Пусть θ  – длина дуги гипер-
болы, соединяющей точки p и P. Поместим центр в 
вершину сферы (гиперболоида). Тогда потенциал V – 
функция, зависящая только от угла θ [3], [4]: 

ctg const.γ
= − θ +V

R
 (1) 

При отрицательной кривизне в формуле (1) нуж-
но заменить тригонометрическую функцию на соот-
ветствующую гиперболическую. Функция V имеет 
сингулярную точку ньютоновского типа при 0.θ =  
Для сферы потенциал является антисимметричным 

между двумя полусферами. Если γ  положительна, 
то имеем притягивающую сингулярность 0θ =  (се-
верный полюс) и равную отталкивающую сингуляр-
ность в антиподальной точке θ = π  (южный полюс). 
Эти две сингулярные точки можно трактовать как 
источник и сток, т. к. фазовый поток через границу 
любой замкнутой области, которая не содержит гра-
витационные центры, равен нулю.  

 
q0

q1

q2

X2

X1
ϕ

r

Rθ

 
Рис. 1. Гномонические координаты 

Перейдем локально к гномоническим координа-
там 1 2, .x x  Введем комплексную переменную 

1 2.z x ix= +  Тогда в гномонических переменных 
энергия системы может быть представлена в форме 

2 2(1 )( , ) ( ).h r z V r2= + λ + λ( ) +z z&&  
Введем замену переменной z и времени t по фор-

мулам 

2 2, 4 | | 4 | |;dtz t z
d

′= ω = = ω =
τ

 2
|

z 2

1 ′= ωω = ωω ;
2 | ω

&&  

| |; ( )r z V r
r
γ

= = . 

В 
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Тогда выражение для h может быть переписано 
в виде 

( )2 2 2 2

2

1 (1 л | | ) л | | [Re( 4
2

| | .

2′ ′+ ω | ω | + ω ωω )] + γ =

= 4 ωh
 

Очевидно, что после замены координат и времени 
уравнения движения не имеют сингулярности. 

Алгебра Ли первых интегралов 
В задаче Кеплера в евклидовом пространстве су-

ществуют 5 независимых первых интегралов. Вектор 
Рунге–Ленца–Лапласа, который в каждой точке кеп-
леровской орбиты лежит в ее плоскости параллельно 
главной оси, имеет декартовы компоненты 

.i
i ij j

xA L p
r

γ
= − +  Обобщение последнего выражения 

для сферы было найдено в работе [4]. Первая вели-
чина в выражении для iA  сохраняется при свобод-
ном движении частицы, она состоит из генераторов 

ijL  и импульсов .jp  При свободном движении час-
тицы по сфере закон сохранения линейного момента 
заменяется законом сохранения вектора 

( ).π = + λ ⋅p x x p  Компоненты этого вектора пропор-
циональны соответствующим генераторам геометри-
ческой группы симметрии SO(N+1). Эти генераторы 
являются компонентами углового момента в объем-
лющем пространстве 1/ 2

0 .i iLπ = λ  Делая такую же 
замену в выражении (3), можно получить желаемое 
обобщение вектора Рунге–Ленца–Лапласа в задаче 

Кеплера на сфере .i
i ij j

xA L
r

γ
= − π +  Длина вектора 

Рунге–Ленца–Лапласа определяется выражением 
2 2 2 2 22 ( ) .H= γ + − λA L L  Гамильтониан запишется 

в виде 2 21 ( ) .
2

H
r
γ

= π + λ −L  

Коммутирующие соотношения между L и A 
имеют следующий вид [2, 4]: 

2{ , } 2 ( ),

{ , } , { , }
i j ijk k

i j ijk k i j ijk k

A A L H

L L L L A A

= − ε − λ

= ε = ε

L
 

(здесь мы использовали обозначение ).= εij ijk kL L  
В пространстве отрицательной постоянной кривизны 
знак внутри скобок положительный. 

Задача Эйлера. Интегралы системы 
Пусть 1,r  2r  – радиусы-векторы (с началом в цен-

тре сферы) неподвижных притягивающих центров, 
а r  – радиус-вектор пробной частицы. Тогда потен-
циал задачи двух центров на сфере имеет вид 

1 2
1 2ctg ctg ,γ γ

= − θ − θV
R R

 (2) 

где R – радиус сферы; 1,γ  2γ  – положительные кон-
станты, характеризующие силу притяжения, а iθ  – 
угол между векторами ir  и .r  Обозначим притяги-

вающие центры через 1,P  2 ,P  а диаметрально проти-
воположные им точки через 1,Q  2.Q  Из формулы 
для потенциала V видно, что в точках 1,P  2P  этот 
потенциал имеет особенности типа 1/ ,r−  а в точках 

1,Q  2Q  – особенности типа 1/ .r  Пусть притягиваю-
щие центры 1P  и 2P  расположены на сфере в точках 
с координатами 1 ( , ,0,0)= α βr  и 2 ( , ,0,0),= −α βr  

0, 0,α > β >  2.R2 2α +β =  
Запишем гамильтониан и интеграл рассматривае-

мой задачи в наглядных координатах 1q  и 2 ,q  где 

1 2 1,q = θ − θ  2 2 1,q = θ + θ  а 1θ  и 2θ  – угловые вели-
чины дуг, соединяющих рассматриваемую точку 
с центрами 1P  и 2.P  Вводя импульсы 1p  и 2 ,p  соот-
ветствующие координатам 1q  и 2 ,q  получим 

2 21 2
1 2

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

1 2

2(cos cos ) 2(cos cos )
cos cos cos cos

( )sin ( )sin ,
(cos cos )

q qH p p
q q q q

q q
R q q

− δ δ −
= + −

− −
γ − γ + γ + γ

−
−

 

22 1
1

1 2

21 2
2

1 2

1 1 2 2 2 1

1 2

2cos (cos cos )
cos cos

2cos (cos cos )
cos cos

sin( ) (sin sin ) ,
(cos cos )

q qL p
q q

q q p
q q

q q q q
R q q

δ −
= −

−
δ −

− +
−

γ + + γ −
+

−

 

где через δ  обозначена угловая величина дуги меж-
ду центрами 1P  и 2.P  

Координаты 1,q  2q  не являются глобальными ко-
ординатами на сфере (таких координат на сфере не 
существует). Система координат ( 1,q 2q ) имеет осо-
бенности в точках пересечения сферы с плоскостью, 
содержащей центры.  

Однако, если переменные разделяются, их коор-
динатные линии определены однозначно (если сис-
тема не резонансна) самой системой, поскольку они 
ограничивают проекции торов Лиувилля на конфи-
гурационное пространство. Поэтому для рассматри-
ваемой системы любые другие «хорошие» (т. е. раз-
деляющиеся) переменные должны иметь вид функ-
ций 1 1( ),q q%  2 2( ).q q%  

Опишем координаты u, v на сфере (с теми же ко-
ординатными линиями), которые более удобны для 
вычисления топологических инвариантов системы. 

Хорошо известно, что двумерную сферу можно 
двулистно накрыть двумерным тором с четырьмя 
точками ветвления. Накрытие можно выбрать так, 
что точками ветвления будут притягивающие центры 

1P  и 2P  и диаметрально противоположные им точки 

1,Q  2 ,Q  а прообразами «эллипсов» 1q = const 
и 2q =const будут координатные линии (глобальных) 
угловых координат u, v на торе. 



ISSN 1813-7903. Вестник ИжГТУ. 2008. № 4 200 

Это накрытие можно описать при помощи эллип-
тических функций Якоби. Рассмотрим отображение 
тора 2T  с угловыми координатами u, v в пространст-
во 3  с декартовыми координатами x, y, z, задавае-
мое формулами 

1 2

2 1

1 2

sn( , )dn( , ),
sn( , )dn( , ),
cn( , )cn( , ).

=
=
=

x R u k v k
y R v k u k
z R u k v k

 (3) 

Здесь 1 1 1sn( , ), cn( , ), dn( , )u k u k u k  – функции Якоби 
с модулем 1 / sin( / 2),k R= α = δ  а 2 2sn( , ), cn( , ),v k v k  

2dn( , )v k  – функции Якоби с модулем 

1 / cos( / 2).k R= β = δ   
Используя свойства функций Якоби, легко прове-

рить, что при отображении, задаваемом формула-
ми (3), образ любой точки тора (u, v) есть точка на 
сфере 2 2 2 2{ }.x y z R+ + =  При этом в каждую точку 
сферы (кроме точек 1,P  2 ,P  1,Q  2Q ) отображается по 
две точки тора. Таким образом, отображение (5) есть 
двулистное накрытие 2 2 ,T S→  разветвленное в че-
тырех точках. 

Это накрытие удобно представлять следующим 
образом. Первые две из формул (5) задают непре-
рывное взаимно-однозначное отображение прямо-
угольника 1 2{| | , | | }u K v K≤ ≤  на круг 2 2 2{ },x y R+ ≤  
где 1 2,K K  – полные эллиптические интегралы пер-
вого рода, соответствующие модулям 1,k  2.k  При 
этом вершины прямоугольника переходят в точки 
граничной окружности с координатами ( , ).±α ± β  
Это отображение продолжается на всю плоскость 

2 ( , )u v  при помощи симметрий относительно сто-
рон прямоугольника. Учитывая третью формулу (5), 
получаем отображение плоскости 2 ( , )u v  на сферу 

2 2 2 2{ }.x y z R+ + =  
На рис. 2 изображено разбиение плоскости 

2 ( , )u v  на прямоугольники со сторонами 1 22 ,2 ,K K  
каждый из которых отображается на полусферу (за-
штрихованные – на «верхнюю» 0,z ≥  незаштрихо-
ванные – на «нижнюю» 0z ≤ ). При этом «черные» 
вершины прямоугольников отображаются в притяги-
вающие центры 1,P  2 ,P  а «белые» – в отталкиваю-
щие центры 1,Q  2.Q  Поскольку функции sn u, cn u 
имеют период 14 ,K  а функции sn v, cn v – период 

24 ,K  описанное отображение плоскости 2 ( , )u v  на 
сферу 2S  задает отображение 2 2 ,T S→  где тор 2T  
можно представлять как прямоугольник в плоскости 

2 ( , )u v  со сторонами 14 ,K  24K  (состоящий из двух 
заштрихованных и двух незаштрихованных прямо-
угольников с общей вершиной), у которого пары 
противоположных сторон отождествлены при помо-
щи сдвигов. 

Центральная симметрия плоскости 2 ( , )u v  отно-
сительно любой из вершин прямоугольников (см. 
рис. 2) задает инволюцию 2 2:T Tσ →  с четырьмя 
неподвижными точками. Фактор-пространство 

2 /T σ  есть конфигурационное пространство 2S  рас-
сматриваемой задачи. Поэтому вместо движения 
точки по сфере 2S  можно рассматривать движение 
точки по тору 2 ,T  учитывая затем действие инволю-
ции 2 /T σ.  Гамильтониан и интеграл в переменных 
u, v (т. е. описывающие движение точки по тору 2 )T  
имеют вид 

2 2

2 2 2 2

1 2 1 2
2 2 2 2

2(sin cn cos cn )
( )sin sn dn ( )cos sn dn ;

sin cn cos cn )

+
= −

+
γ − γ + γ + γ

−
+

u vp pH
u v

u u v v
R( u v

δ δ
δ δ

δ δ

 

2 2 2 2

2 2

2 2
1 2 1 2

2 2

ctg cn tg cn
2(tg cn ctg cn )

( )cos sn dn cn ( )sin sn dn cn ,
(tg cn ctg cn )

u vv p u pL
u v

u u v v v u
R u v

δ − δ
= −

δ + δ

γ − γ δ − γ + γ δ
−

δ + δ

 

где ,u vp p  – импульсы, соответствующие координа-
там u, v. 

 

 
Рис. 2. Двулистное накрытие T2 → S2 

Регуляризация 
Потенциал V рассматриваемой задачи имеет осо-

бенности в четырех точках на сфере (притягивающие 
центры 1,P  2P  и отталкивающие центры 1,Q  2 ).Q  
При этом в точках 1,P  2P  функция V стремится 
к ,−∞  а в точках 1,Q  2Q  – к .+∞  Поскольку кинети-
ческая энергия T всегда положительна, а полная 
энергия H = T + V постоянна вдоль траекторий сис-
темы, отсюда следует, что частица, движущаяся по 
сфере в поле, создаваемом потенциалом V, никогда 
не попадает в точки 1Q  и 2.Q  Для точек 1P  и 2P  си-
туация противоположная: для любого положения 
частицы на сфере можно задать такую начальную 
скорость, что частица за конечное время попадет 
в притягивающий центр. При этом скорость частицы 
«в момент попадания в притягивающий центр» ста-
нет бесконечно большой (поскольку T + V = const). 

Таким образом, задача двух центров на сфере 
описывается гамильтоновой системой на кокаса-
тельном расслоении к двумерной сфере * 2T S  с га-
мильтонианом H = T + V. Однако при таком подходе  
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фазовым пространством этой системы будет не все 
многообразие * 2 ,T S  поскольку функция V не опре-
делена в четырех точках сферы 1,P  2 ,P  1,Q  2Q  
(а значит, функция H не определена на четырех плос-
костях, являющихся слоями кокасательного расслое-
ния * 2T S  над этими четырьмя точками). Обозначим 
сферу 2S  с четырьмя выброшенными точками 1,P  

2 ,P  1,Q  2Q  через 0.S  Тогда фазовое пространство 
системы есть *

0.T S  Как уже отмечалось выше, га-
мильтоново векторное поле sgrad Hω =  на *

0 ,T S  
задающее систему, не является полным. Поэтому, 
хотя система и обладает дополнительным интегра-
лом L, она не является интегрируемой по Лиувиллю. 
Отметим, что описанный ниже способ регуляризации 
системы аналогичен регуляризации, предложенной 
Т. Леви-Чивита для классической задачи Кеплера 
(см. [5]). 

Рассмотрим гамильтониан H как функцию пере-
менных ( , , , ).u vu v p p  Систему с таким гамильтониа-
ном можно рассматривать как гамильтонову систему 
на кокасательном расслоении к тору 2.T  Введем 
обозначение 

2 2 2 2( , ) sin cn cos cn .λ = δ + δu v u v  (4) 

Тогда гамильтониан имеет вид 
2 2

1 2 1 2

2 ( , )
( )sin sn dn ( )cos sn dn ,

( , )

u vp pH
u v

u u v v
R u v

+
= −

λ
γ − γ δ + γ + γ δ

−
λ

 

а координаты поля W = sgrad H на * 2T T  равны 

, , , .
u v

H H H H
p p u v

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 В фазовом пространстве 

2*T T  векторное поле W имеет особенности в точ-
ках, где ( , ) 0,u vλ =  т. е. в точках вида 

1 2( , , , ).u vK K p p± ±  Рассмотрим векторное поле 

( , )sgrad .W u v H= λ%  В координатах ( , , , )u vu v p p  оно 
имеет вид 

21 2

21 2

, ,sin cn (2dn 1) 2sin sn dn ,

cos cn (2dn 1) 2cos sn dn ,

u vp p u u u u h
R

v v v v h
R

⎛ γ − γ⎛ ⎞δ − − δ⎜ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝

γ + γ ⎞⎛ ⎞δ − − δ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠⎠

 

(5) 

где ( , , , )u vh H u v p p=  – значение гамильтониана 

в точке ( , , , ).u vu v p p  Векторное поле W%  также имеет 
особенности в точках 1 2( , , , ),u vK K p p± ±  поскольку 
гамильтониан H не определен в точках, где 

( , ) 0.u vλ =  Обозначим через hW  ограничение век-

торного поля W%  на изоэнергетическую поверхность 
* 2{ } .hQ H h T T= = ⊂  Векторное поле hW  уже не име-

ет особенностей (но определено лишь на трехмерной 
поверхности ).hQ  Оно задается формулой (5) 
и, в частности, определено в точках вида 

1 2( , , , ),u vK K p p± ±  лежащих на поверхности :hQ  

1 2( , , , ) ( , ,0,0).h u v u vW K K p p p p± ± =  
Ясно, что интегральные траектории поля hW  сов-

падают (с точностью до замены параметра) с инте-
гральными траекториями исходного векторного поля 
W = sgrad H на 2* ,T T  поскольку умножение поля W 
на функцию ( , )u vλ  можно интерпретировать как 

замену времени ( ( ), ( )),dt u t v t
d

= λ
τ

 где 

( ( ), ( ), ( ), ( ))u vu t v t p t p t  – траектория поля W. 
С другой стороны, векторное поле hW  на поверх-

ности hQ  совпадает с ограничением на эту поверх-
ность некоторого гамильтонова векторного поля, 
определенного во всем фазовом пространстве 2* .T T  
Ясно, что такое продолжение неоднозначно. Напри-
мер, в качестве такого поля можно взять поле 
sgrad ,hF  где 

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

( ) (sin cn cos cn )
2

sin sn dn cos sn dn

+
= λ − = − δ + δ −

γ − γ γ + γ
− δ − δ

u v
h

p pF H h h u v

u u v v.
R R

 

(6) 

Тогда sgrad sgrad ( )sgradhF H H h= λ + − λ.  По-
скольку { 0} { },hF H h= = =  векторное поле sgrad hF  
касается поверхности hQ  и совпадает на ней с полем 

.hW  
Интеграл L исходной системы, очевидно, являет-

ся интегралом гамильтоновой системы с гамильто-
нианом hF  на поверхности { 0}.hF =  Поэтому после 
описанной регуляризации топологические свойства 
системы с гамильтонианом H на 2*T T  на каждой 
изоэнергетической поверхности hQ  будут такими 
же, как и для обычных интегрируемых гамильтоно-
вых систем. В частности, неособые инвариантные 
многообразия системы являются торами Лиувилля. 

До сих пор мы, фактически, говорили о регуляри-
зации системы на 2* ,T T  которая возникла из рас-
смотрения (разветвленного) накрытия сферы 2S  то-
ром 2.T  Это накрытие определяется инволюцией 

2 2: .T Tσ →  Инволюция σ  естественным образом 
продолжается до инволюции * 2 * 2: .T T T T∗σ →  Что-
бы вернуться теперь к системе на сфере (а именно 
эта система является основным объектом нашего 
изучения), нужно учесть действие инволюции ∗σ  на 

* 2.T T  
Поскольку инволюция 2 2:T Tσ →  порождается 

центральной симметрией плоскости 2 ( , )u v  относи-
тельно точки 1 2( , )K K  (или любой другой вершины 
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прямоугольников), в координатах ( , , , )u vu v p p  инво-
люция ∗σ  имеет вид  

1 2: ( , , , ) (2 ,2 , , ).u v u vu v p p K u K v p p∗σ → − − − −  (7) 

Поэтому инволюция ∗σ  имеет 4 неподвижные 
точки 1 2( , ,0,0).K K± ±  Отметим, что фактор-
пространство * 2 /T T ∗σ  не является многообразием. 

Теперь зафиксируем некоторое значение h и рас-
смотрим функцию ,hF  задаваемую формулой (6). 
Легко видеть, что поверхность { 0}hF =  инвариантна 
относительно инволюции ∗σ  и не содержит точек 

1 2( , ,0,0)K K± ±  (непосредственным вычислением 
проверяется, что в этих 4 точках значения функции 

hF  равны sini

R
γ

± δ,  где i = 1, 2). Таким образом, фак-

тор-пространства { 0}/hF ∗= σ  можно рассматривать 
как изоэнергетические поверхности исходной систе-
мы на сфере после регуляризации. 

Более того, также легко проверяется, что и век-
торное поле hW  на поверхности { 0}hF =  инвариант-
но относительно инволюции ,∗σ  что позволяет рас-
сматривать векторное поле /h hW ∗ω = σ  как результат 
регуляризации исходного векторного поля 

= sgrad Hω  на изоэнергетической поверхности 
* 2{ } .hQ H h T S= = ⊂  

Итак, проведенные рассуждения приводят к сле-
дующему утверждению, описывающему регуляриза-
цию задачи двух центров на сфере. 

Теорема (о регуляризации). Пусть h – регуляр-
ное значение гамильтониана H, а hQ =  

* 2{ }H h T S= = ⊂  – соответствующая изоэнергетичес-
кая поверхность. Рассмотрим на поверхности hQ  
векторное поле sgrad ,h Hω = λ  где λ  – функция (4) 

на сфере 2.S  Пусть 2 2:f T S→  – разветвленное 
двулистное накрытие (3), * 2 * 2:T T T T∗σ →  – соот-
ветствующая инволюция (7), а hF  – функция, опре-
деленная формулой (6), на кокасательном расслое-
нии к тору * 2.T T  Рассмотрим на поверхности 

* 2{ 0}hF T T= ⊂  векторное поле = sgrad .h hW F  Тогда 
1) поверхность * 2{ 0}hF T T= ⊂  является замкну-

тым трехмерным многообразием, на котором инво-
люция ∗σ  действует без неподвижных точек; 

2) векторное поле hW  на поверхности { 0}hF =  не 
имеет особенностей и инвариантно относительно 
инволюции ;∗σ  

3) отображение (5) индуцирует диффеоморфизм 
фактор-пространства относительно инволюции ∗σ  
поверхности { 0}hF =  без точек, лежащих в 4 слоях 
над точками ветвления отображения f, на поверх-
ность { },H h=  причем этот диффеоморфизм перево-
дит векторное поле hW  в векторное поле .hω  
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T. G. Vozmishcheva 
Regularization in Problems of Celestial Mechanics in Spaces of Constant Curvature. Lie Algebra of First Integrals 

The problem on the motion of a material point on a sphere (with the metric of constant positive curvature) in the field of one gravitational cen-
ter (the Kepler problem), and in the field of two centers (the Two-Center problem) is studied. In the work a certain regularization of systems is 
described on the two-dimensional sphere; after this regularization the vector fields become complete and smooth. The motion integrals for the Two-
Center problem in different coordinates are presented. 
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ОБТЕКАНИЕ ТРЕХ СФЕР ПОТОКОМ ВЯЗКОГО ГАЗА ПРИ Re = 100 
 
Рассмотрено течение вязкого газа в объеме с отверстиями, в котором расположены три сферы. Кратко описан численный метод 

определения гидромеханических параметров в данной области. Представлены результаты расчетов течения вязкого газа при Re 100,=  
0.6.M =  

 
 

 Введение 
ассмотрение многих практически важных 
процессов (фильтрация вязкой жидкости 
через поры в горных породах, разработка 

месторождений углеводородного сырья, хромато-
графия, катализ и т. д.) сводится к исследованию 
течения вязкой жидкости или газа через пористые 
среды. 

Выделяют три подхода к исследованию течений 
в таких средах [1]: 

1. Теория фильтрации. 
2. Сеточные модели. 
3. Прямое численное моделирование. 
При использовании теории фильтрации [2] и се-

точных моделей [3] пористая среда заменяется неко-
торым ее более простым аналогом, а истинные гид-
ромеханические величины – фиктивными. Данный 
переход значительно упрощает проблему и позволя-
ет в некоторых случаях даже находить аналитиче-
ские решения, но все результаты получаются только 
для осредненного по объему течения, получить ка-
кие-либо данные о течении жидкости или газа на 
уровне пор невозможно. 

Данная работа посвящена исследованию течения 
вязкого совершенного газа в пористой среде на осно-
ве прямого численного моделирования. Выбор под-
хода обусловлен тем, что только он позволяет опре-
делять действительное поведение газа [4]. В качестве 
модели пористой среды взят объем в виде паралле-
лепипеда, в котором расположены три сферы. 

Постановка задачи 
Рассмотрим объем Q  с отверстиями, имеющий 

форму прямоугольного параллелепипеда с одним 
входом и двумя выходами. Вход расположен в цен-
тре передней грани, выходы лежат на вертикальной 
оси симметрии задней грани. Вход и выходы имеют 
форму круга радиуса 0,5, длина входа – 0,5, длина 
выходов – 0,2. В данном объеме расположены три 
шара радиуса 0,5, которые могут касаться друг друга. 
Передний левый нижний угол объема Q  расположен 
в точке с координатами ( )0; 0; 0 .  Через входное от-
верстие поступает вязкий совершенный газ. 

При проведении расчетов рассматривались два 
варианта расположения сфер: 

1. Центры сфер располагаются в точках с коорди-
натами ( )1,5;1,5; 2,0 ,  ( )3,0;1,5;1,0 ,  ( )4,5;1,5; 2,0 ,  

т. е. центры сфер лежат в плоскости 1,5y =  и рас-
стояние между сферами вдоль оси x  равняется од-
ному радиусу. Размеры объема :Q  длина – 6,0, ши-
рина – 3,0, высота – 3,0. 

2. Центры сфер располагаются в точках с коорди-
натами ( )1,5;1,5;1,79 ,  ( )2,0;1,5; 0,92 ,  ( )2,5;1,5;1,79 ,  
т. е. они лежат в вершинах равностороннего тре-
угольника со стороной, равной диаметру сфер, 
в плоскости 1,5.y =  Размеры объема :Q  длина – 4,0, 
ширина – 3,0, высота – 3,0. 

В варианте № 2 сферы касаются друг друга. 
Метод решения 
Введем глобальную декартовую систему коорди-

нат ( ), , ,X Y Z  в которой рассматривается вся исход-
ная область в целом, и разделим эту область на N  
подобластей или конечных объемов (КО) [4]. Все эти 
КО можно свести к пяти стандартным видам: прямо-
угольный, сферический, пирамидальный, кольцевой 
и цилиндрический. Прямоугольный объем представ-
ляет собой обычный прямоугольный параллелепи-
пед. У сферического КО одной из шести граней яв-
ляется поверхность сферы, а боковые ребра направ-
лены перпендикулярно ей. Пирамидальный КО 
соприкасается одновременно с двумя телами, он 
имеет клинообразную форму, и одна его вершина 
является точкой касания тел. У кольцевого КО одна 
грань имеет цилиндрическую форму. Цилиндричес-
кий КО представляет собой обычный цилиндр, ис-
пользуемый для описания входа и выхода. 

В каждом КО введем локальную декартовую сис-
тему координат ( ), , .x y z  Эти локальные системы 
координат определяются заданием начала координат 
и базисных векторов в глобальной системе коорди-
нат ( ), , .X Y Z  

Во всех видах КО, кроме прямоугольного, необ-
ходимо также вводить криволинейную систему ко-
ординат ( ), , ,ξ η ς  в которой данный КО можно пред-
ставить в виде параллелепипеда: 

1) сферический КО 
2 2 2 ,x y zξ = + +  ,y xη = −  ,z xς = −  1 1,− ≤ η≤  

1 1;− ≤ ς ≤  

Р 
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2) пирамидальный КО 

( )2 2 2 2 2 ,x y z x zξ = + + +  ( )2 2 22 ,y x y zη = + +  

,z xς = −  0 2,≤ η ≤  1 1;− ≤ ς ≤  
3) кольцевой КО 

2 2 ,x zξ = +  ,yη =  ,z xς = −  1 1;− ≤ ς ≤  
4) цилиндрический КО 

,xξ =  2 2 ,y zη = +  ( )arctg ,z y kς = + π  
.−π ≤ ς ≤ π  

Далее для каждого полученного КО в его локаль-
ной системе координат формулируется система 
уравнений гидромеханики в безразмерной форме [5]. 
Эта система включает уравнение неразрывности, три 
уравнения импульса и уравнение энергии: 

( )

1
2

1 0;
2

⎛ ⎞∂ρ ∂ρ ∂ρ ∂ρ ∂ρ ∂ρ ∂ρ
+ + + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

+ ρ⋅ =

u v wu v w
t x y z x y z

div V
 

( ) ( )

2

2 2 2

2 2 2

2

1
2

1
Re

1 1 1div div ;
2 3 Re

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + + =⎜ ⎟ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂

= − + ⋅ +
ρ ∂ ρ ∂

u u u u u uv uwu v w
t x y z x y z

u u u
x y z

p u
kM x x

V V

 

( ) ( )

2

2 2 2

2 2 2

2

1
2

1
Re

1 1 1div div ;
2 3 Re

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + + =⎜ ⎟ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂

= − + ⋅ +
ρ ∂ ρ ∂

v v v v uv v vwu v w
t x y z x y z

v v v
x y z

p v
kM y y

V V

 

( ) ( )

2

2 2 2

2 2 2

2

1
2

1
Re

1 1 1div div ;
2 3 Re

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + + =⎜ ⎟ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂

= − + ⋅ +
ρ ∂ ρ ∂

w w w w uw vw wu v w
t x y z x y z

w w w
x y z

p w
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V V

 

2 2 2
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2
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T T T T uT vT wTu v w
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k T T T
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⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + + =⎜ ⎟ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

( ) ( )

( )

( )( )

22 22

2 22
2

1 1div( ) div
2

1
2 2 2
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2 div .
3

k
p T

k k M u v w
x y z

u v u w v w
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−
= − + ⋅ +

ρ

⎛− ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝
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V V

V

 

Здесь ( ), ,u v w=V  –- вектор скорости; , ,p Tρ  – 
давление, плотность и температура; Re  – число Рей-
нольдса; Pr 1=  – число Прандтля, M  – число Маха; 

1,4k =  – отношение изобарной pC  и изохорной vC  

теплоемкостей и ( )div .u v w
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
V  

Безразмерное уравнение состояния: 
.p T= ρ  

Для перехода к криволинейной системе коорди-
нат в исходных уравнениях необходимо сделать за-
мену переменных. Например, первую производную 
по x  надо заменить следующим выражением: 

.x x x
W W W W
x

∂ ∂ ∂ ∂
= ξ + η + ς

∂ ∂ξ ∂η ∂ς
 

Аналогичные выражения можно записать и для 
производных по y  и .z  

При интегрировании данной системы по времени 
используется метод Рунге–Кутта второго порядка 
точности [6]. При вычислении частных производных 
по пространственным переменным применяется цен-
тральная разностная схема четвертого порядка точ-
ности [7]. Для устранений нефизических осцилляций 
в схему добавляется искусственная диссипация. 

После проведения очередного шага по времени из 
одного КО в другой передаются необходимые для 
дальнейших расчетов значения гидромеханических 
параметров (скорость, плотность и температура) 
с помощью интерполяции полиномом второй степени. 

Начальные и граничные условия ставятся соглас-
но [7, 8]. 

Результаты расчетов 
Все расчеты проводились при следующих пара-

метрах: число Маха равнялось 0,6, число Рейнольд-
са – 100. 

Результаты расчетов представлены на рис. 1 и 2. 
Во всех расчетных случаях течение вязкого газа со 
временем становится стационарным. 

Далее рассмотрим вариант № 1 более подробно. 
При Re 100=  газ входит в рассматриваемый объем 
в виде четко очерченной струи (рис. 1). Когда струя 
достигает первой сферы, она делится на две части 
или струи (левую и правую). Правая струя резко по-
ворачивает к правой стенке и замыкает соответст-
вующую отрывную зону. Левая струя продолжает 
движение ко второй сфере. При ее достижении дан-
ная струя также делится на два потока, обтекающие 
вторую сферу. Один из них поворачивает к левой 
стенке и замыкает левую отрывную зону. Другой 
движется по направлению к третьей сфере. В месте 
его отрыва от второй сферы располагается неболь-
шой вихрь (рис. 1). Достигнув третьей сферы, поток 
снова делится на две струи, одна из которых натыка-
ется на правую стенку и ограничивает вихревую об-
ласть вниз по потоку от первой сферы. Вторая струя 
движется к задней стенке объема. За исключением 
указанного выше вихря, обтекание второй и третьей 
сфер происходит в безвихревом режиме. 
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Рис. 1. Поле скоростей в сечении ,XZ  1,5Y =   

для варианта № 1 

 
Рис. 2. Поле скоростей в сечении ,XZ  1,5Y =   

для варианта № 2 

В итоге в рассматриваемом горизонтальном про-
дольном сечении при Re 100=  весь объем делится 
на четыре части: правую и левую отрывные зоны при 
втекании струи в объем, отрывную зону справа 
и вниз по потоку от первой сферы и пространство 
после третьей сферы. 

Самой маленькой оказывается первая отрывная 
зона справа от втекающей в объем струи. Следую-
щей по размеру является отрывная зона справа 
и вниз по потоку от первой сферы. Она примерно 
равна по величине пространства справа от плоско-
сти, проходящей через центр третьей сферы. В этом 
последнем пространстве поток движется с неболь-
шими скоростями и не образует вихрей. 

При втором варианте положения сфер в объеме 
(рис. 2) последние создают мощное препятствие на 
пути движения газа. Струи газа отклоняются влево 
и вправо от сфер, а также вверх и вниз от них. При 
таком расположении сфер поток делит объем на две 
части: перед сферами и после них. В пространстве 
перед сферами около боковых стенок образуются 
крупные отрывные зоны, а после сфер заметных 
вихрей не наблюдается. 

Заключение 
В работе приведены теоретические положения 

метода конечных объемов применительно к случаю, 
когда в объеме с перфорированными стенками рас-
положено несколько сфер, и рассмотрены результаты 
расчетов для случая трех сфер. 

 
Список литературы 

1. Liu, G. High Resolution Modeling of Transport in Po-
rous Media. PhD thesis, Louisiana State University and Agri-
culture and Mechanical College (2002). 

2. Басниев, К. С. Нефтегазовая гидромеханика / 
К. С. Басниев, Н. М. Дмитриев, Г. Д. Розенберг. – М. ; 
Ижевск : Институт компьютерных исследований, 2005. – 
544 с. 

3. Balhoff, M. Modeling the Flow of Non-Newtonian Flu-
ids in Packed Beds at the Pore Scale. PhD thesis, Louisiana 
State University and Agriculture and Mechanical College 
(2005). 

4. Липанов, А. М. Метод численного решения уравне-
ний гидромеханики в многосвязных областях // Математи-
ческое моделирование. – 2006. – Т. 18, № 12. – С. 3–18. 

5. Седов, Л. И. Механика сплошной среды : в 2 т. Т. 1. – 
СПб. : Лань, 2004. – 528 с. 

6. Вержбицкий, В. М. Основы численных методов. – 
М. : Высш. шк., 2002. – 840 с. 

7. Липанов, А. М. Численный эксперимент в классиче-
ской гидромеханике турбулентных потоков / А. М. Липа-
нов, Ю. Ф. Кисаров, И. Г. Ключников. – Екатеринбург: 
УрО РАН, 2001. – 161 с. 

8. Федорченко, А. Т. Численное исследование неста-
ционарных дозвуковых течений вязкого газа во внезапно 
расширяющемся плоском канале // Механика жидкости 
и газа. – 1988. – № 4. – С. 32–41. 

 

A. M. Lipanov, A. N. Semakin 
Viscous Gas Flow Near Three Spheres at Re = 100 

The viscous gas flow in a volume with apertures in which three spheres are located is considered. The numerical method of calculation of hy-
dromechanical parameters in the given volume is briefly described. Results of calculations of viscous gas flow are represented at Re = 100, M = 0.6 
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СОБСТВЕННЫЙ НЕОРТОГОНАЛЬНЫЙ ПОСТОЯННЫЙ БАЗИС 

КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ 
 
Показано, что переставная симметрия не может храниться в параметрах центрально симметричной квадратичной формы. Пред-

положено, что данная неалгебраическая симметрия хранится в базисе. 
 
 

очность при проектировании технических 
изделий оказывает определяющее значение 
на их эксплутационные характеристики. Ма-

тематические методы расчета сложных поверхно-
стей, такие как сплайн-интерполяция, функции Рва-
чева, по определению не позволяют получать точных 
решений. С другой стороны, некоторые погрешности 
в аппарате аналитической геометрии [1] не дают воз-
можности получать точные решение даже для кони-
ческих сечений, в том числе для простейших опера-
ций автоматизированного проектирования, таких как 
аффинные преобразования на плоскости. Поэтому 
задача об аналитических формулах для аффинных 
преобразований актуальна. 

В классическом методе [2] приведения к канони-
ческому виду уравнения линии второго порядка 
с центром в начале координат на плоскости рассмат-
ривается уравнение 2 22 .Ax Bxy Cy H+ + =  Оно ре-
шается нахождением характеристических чисел 1,2λ  

через уравнение 2 2( ) ( ) 0.A C AC Bλ − + λ + − =  Дан-
ный метод имеет следующие недостатки: в литера-
туре [3, с. 352; 2, с. 128] утверждается, что не всякое 
преобразование обладает базисом из собственных 
векторов и в качестве примера приводится преобра-

зование матрицей 
1 1

;
0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 обратного преобразования 

не существует, когда определитель равен 0. 
Попробуем исследовать произвольные преобра-

зования и, по возможности, найти базис и формулы 
для некоторых аффинных преобразований. 

Определение 
Назовем именными преобразованиями наиболее 

распространенные аффинные преобразования [4, 

с. 286] в евклидовой плоскости: сжатие [5] 
1 0

,
0 k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

сдвиг [6] 
1

,
0 1

h⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 поворот на угол ϕ  
cos sin
sin cos

ϕ − ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ ϕ⎝ ⎠

 

(в дальнейшем в статье будем предполагать геометри-
ческую область определения тригонометрических 
функций на промежутке [ , ]−π π ), зеркальное отраже-

ние 
1 0

,
0 1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 гомотетия 
0

0
k

k
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [7]. 

В статье [8] рассмотрена симметрия перестановки 
и выделены ее определенные свойства. Проанализи-

руем, что получается с данным видом симметрии 
при произвольном преобразовании окружности, т. к. 
данная фигура является наиболее простым централь-
ным коническим сечением. 

Окружность и переставная симметрия 
Пусть имеется окружность, заданная параметри-

ческой системой уравнений 
cos ,
sin

x R t
y R t
=⎧

⎨ =⎩
 (рис. 1). 

Проведем прямую ,AB  относительно которой опре-
делима переставная симметрия на плоскости. Прямая 
будет являться осью симметрии окружности, т. к. 
любая прямая, проходящая через центр окружности, 
является ее осью. Но в отличие от всех других осей 
симметрии данная ось определяет не только пере-
ставную симметрию, но и функциональную, т. е. 
функции sin t  и cos t  относительно угла / 4π  сим-
метричны и окружность можно описать системой 

sin ,
cos .

=⎧
⎨ =⎩

x R t
y R t

  

Если рассмотреть ортогональный репер 1e , 2e , то 
суммарный вектор также совпадет с осью перестав-
ной симметрии. Таким образом, переставная сим-
метрия является свойством окружности как фигуры. 

 

B

Y

R

0

e2

e1
X

A

π / 4

 

Рис. 1. Окружность и симметрия 

Кососимметрия определяется знаком скаляра. 
Поскольку переставная симметрия не выразима ли-

Т 
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нейной комбинацией знаковой симметрии [8, теоре-
ма 1], исследуем, как она хранится при трансформа-
циях. 

Осуществим произвольное аффинное преобразо-

вание 
a h

P
g b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 окружности, где определитель 

det 0P ≠  (рис. 2). После преобразования получается 
эллипс, описываемый параметрической системой  

cos( ),
sin( ).

= + α⎧
⎨ = + α⎩

e

e

x a t
y b t

 (1) 

Он не обладает переставной симметрией.  
Из линейной алгебры известно [4, с. 96], что для 

матрицы 11 12

21 22

a a
A

a a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 обратная матрица 1A−  оп-

ределяется по формуле 

22 12

1

21 11
,

a a

A
a a

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ Δ= ⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ Δ Δ ⎠

 где Δ  – 

определитель матрицы, определяется по формуле 
11 12

11 22 12 21
21 22

.
a a

a a a a
a a

Δ = = −  Подставляя коэффици-

енты матрицы P  в матрицу 1,A−  получим, что мат-

рица 1P−  будет равна 1 1 .
det

b h
P

g aP
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

Применяя преобразование 1P−  к эллипсу, полу-
ченному с помощью преобразования ,P  получаем ту 
же самую окружность, обладающую переставной 
симметрией.  

Теорема 1. Параметры эллипса не хранят пере-
ставную симметрию. 

Исследуем, в каком из параметров ,ea  ,eb  α  па-
раметрической системы (1) хранится информация 
о переставной симметрии.  

1. Повернем эллипс на угол .−α  Получим пара-

метрическую систему 
cos ,
sin ,

=⎧
⎨ =⎩

e

e

x a t
y b t

 которая не обла-

дает переставной симметрией, следовательно, угол α 
информацию о симметрии не хранит. 

2. Повернем эллипс на угол −α  и применим пре-

образование 
1 0

,
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎝ ⎠

 где скаляр / .e ea bλ =  В резуль-

тате преобразования получим окружность, опреде-
ляемую параметрической системой уравнений 

cos ,
sin ,

=⎧
⎨ =⎩

e

e

x a t
y a t

 обладающую переставной симметрией. 

Но в преобразованиях не участвовал коэффициент ,ea  
следовательно, он не хранит информацию о симмет-

рии. Аналогично, используя преобразование 
0

0 1
λ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

со скаляром / ,e eb aλ =  можно доказать, что и коэф-
фициент eb  не может хранить эту информацию. 

Таким образом, коэффициенты ,ea  eb  и α  не 
хранят информацию о переставной симметрии. 

Поскольку коэффициенты эллипса не хранят ин-
формации о переставной симметрии, она может хра-
ниться только в базисе.  

Таким образом, локальный базис, хранящий пере-
ставную симметрию окружности в эллипсе, назван 
собственным неортогональным постоянным (СНОП) 
базисом. Базис назван постоянным, в отличие от ба-
зиса Картана. Можно сделать предположение, что 
каждая фигура, обладающая переставной симметри-
ей, хранит данный вид симметрии в собственном 
неортогональном базисе. 

Найден скаляр угла ,γ  определяющий косоуголь-
ный базис. Но остается открытым вопрос, как направ-
лены векторы репера. Только переставная симметрия 
определяет вырожденное преобразование для любой 
геометрической фигуры. Линейно зависимое преобра-
зование трансформирует данную фигуру в прямую 
(отрезок прямой) [1]. Поэтому кроме переставной 
симметрии в репере для сохранения фигуры должна 
быть знаковая симметрия. Из свойств тригонометри-
ческих функций: cos( ) cost t− =  и sin( ) sin .t t− = −  
Следовательно, направление вектора 1e  не должно 
измениться, а вектор 2e  изменит свое направление на 
противоположное.  

Эллипс обладает переставной симметрией отно-
сительно прямой tg ,y x= β  где угол / 2,β = γ  но не 
в ортогональном базисе 1e′  и 2 ,e′  а в косоугольном 
репере 1e  и 2.e  Базис отличен от канонического ба-
зиса квадратичной формы [8, с. 332], один из векто-
ров которого на плоскости измеряется метрикой α. 

Следовательно, для того чтобы употреблять три-
гонометрические функции в расчетах, необходимо 
либо учитывать коэффициенты при них, либо упот-
реблять дополнительный угол, влияющий на значе-
ния функций синуса и косинуса. 

До того как рассмотреть произвольное преобра-
зование над центральными коническими сечениями, 
предварительно исследуем преобразование «сдвиг» 
как наименее изученное к настоящему времени 
именное преобразование. 

Эллипс 
Рассмотрим подробнее преобразование сдвига – Х. 
Пусть имеется окружность радиусом R, располо-

женная в центре осей координат. Применим к ней 
сдвиг – X со значением h (рис. 2). 

Из аналитической геометрии известно [9, с. 82], 
как получить угол поворота α из общего уравнения 
линии второго порядка. Если общее уравнение запи-
сать в виде 2 22 0,Ax Bxy Cy Dx Ey f+ + + + + =  то 

угол поворота можно найти как 2tg 2 .B
A C

α =
−
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b

a

0

R

α

 
Рис. 2. Эллипс, полученный сдвигом 

В статье [10] при рассмотрении системы пара-

метрических уравнений 
cos sin ,
sin cos ,

= +⎧
⎨ = +⎩

x a t h t
y b t g t

 где 

, , , , , , ,x y h g a b t R∈  были получены формулы для угла 

наклона ( )
( ) ( )2 2 2 2

2
tg 2

ag bh

a h b g

+
α =

+ − +
 и общего урав-

нения 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2
2

2 2 2

2 2 2 2 2
2

2 2 2

1 1 tg

1 tg

1 1 tg
1 0.

1 tg

g b h a
x

a b

h a g b
y

a b

+ − + α
′ +

− α

+ − + α
′+ − =

− α

 

Там же были получены формулы для преобразо-
вания «сдвиг» вдоль оси Х:  
угол наклона по формуле  

2tg 2
h

α =  (2) 

и общая формула уравнения эллипса 

2 2

2 2 1 0.
ctg tg

x y′ ′
+ − =

α α
 (3) 

Рассмотрим новый метод получения параметров 
в коэффициентах при таком же преобразовании. 

Для решения задачи 
1 1

1 1

cos( ) 1 0 cos( )
sin( ) 0 sin( )

a t a t
b t k b t

+ α + α⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ α + α⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 [11] С. А. Кан-

торовичем* было предположено, что существует угол 
,β  осуществляющий фазовый сдвиг при движении 

материальной точки по эллипсу, такой, что с помо-
щью него можно получить формулы в коэффициен-
тах для сложных преобразований. Им же впервые 

были выведены формулы для данного преобразова-
ния:  

1
cos sin sin costg ,
cos cos sin sin

a bk
a b

β α + β α
α =

β α − β α
 

1
1

cos cos sin sin
cos

a ba β α − β α
=

α
 и 

1
1

sin cos cos sin ,
sin

a bb β α + β α
=

α
 

где 
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2( 1) sin costg 2 .

( )cos ( )sin
k ab

a k b k a b
− α α

β =
− α + − α

 При 

выводе формул применялась другая мнемоника для 
коэффициентов, которая изменена на обозначения, 
принятые в данной статье. 

Теорема 2. Для окружности, имеющей парамет-

рическое уравнение 
cos ,
sin ,

=⎧
⎨ =⎩

x R t
y R t

 при сдвиге 
1
0 1

h⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

результирующий эллипс получается с углом наклона 

α  tg tg ,hα = β −  где угол β  определяется 2tg 2
h

β = −  

с полуосями 1
sin
sin

a R β
=

α
 и 1

cos ,
cos

b R β
=

α
 коэффици-

ентом сжатия tg .
tg

k β
=

α
 Физический смысл угла β  

определен в п. 1 статьи. 
Доказательство 
Уравнение окружности в параметрическом виде 

будет вида 
cos ,
sin ,

=⎧
⎨ =⎩

x R t
y R t

 уравнение получаемого эл-

липса 1

1

cos( )
sin( ),

x a t
y b t

= + α⎧
⎨ = + α⎩

 1a  и 1b  – полуоси эллипса, 

α  – угол поворота эллипса.  
Для нахождения оставшихся параметров 1a  и 1b  

рассмотрим систему уравнений 
1

1

cos cos sin
sin sin .

a R t hR t
b R t

= +⎧
⎨ =⎩

τ
τ

 Правую часть системы 

можно записать в собственном ортогональном бази-
се. Предположим, что и для левой части существует 
свой ортогональный базис. Поскольку переход к но-
вому базису эквивалентен преобразованию «пово-
рот» [7, гл. XVIII], имеем: 

1

1

cos( ) cos( ) sin( ),
sin( ) sin( );

+ α = + β + + β⎧
⎨ + α = + β⎩

a t R t hR t
b t R t

 

1 1

1 1

cos cos sin sin
(cos cos sin sin )
(cos sin sin cos ),

cos sin sin cos
(cos sin sin cos );

× α − × α =⎧
⎪= × β − × β +⎪⎪+ × β + × β⎨
⎪ × α + × α =⎪
⎪= × β + × β⎩

a t b t
R t t
hR t t

a t b t
R t t
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1 1

1 1

cos cos sin sin
cos (cos sin ) sin (sin cos ),

cos sin sin cos
cos sin sin cos .

× α − × α =⎧
⎪= β + β − β − β⎪
⎨ × α + × α =⎪
⎪= × β + × β⎩

a t b t
R t h R t h

a t b t
R t R t

 

Принимая во внимание, что sin t  и cos t  – неза-
висимые функции, приравняем коэффициенты при 
sin t  и cos t  в обеих частях уравнений, получаем 
систему 

1

1

1

1

cos (cos sin ),
sin (sin cos ),
sin sin ,
cos cos .

α = β + β⎧
⎪ α = β − β⎪
⎨ α = β⎪
⎪ α = β⎩

a R h
b R h
a R
b R

 

Из нее легко получить пропорции 

1

1

cos (cos sin ) ,
cos cos

a R h
b R

α β + β
=

α β
 1

1

sin1 ,
cos

a h
b

β
= +

β
 

1

1

sin sin ,
sin (sin cos )

a R
b R h

α β
=

α β − β
 1

1

sin .
sin cos

a
b h

β
=

β − β
 

Приравняем результаты по 1

1
:a

b
 

cos sin sin ,
cos sin cos

h
h

β + β β
=

β β − β
 

(cos sin )(sin cos ) cos sin ,h hβ + β β − β = β β  

2 2 2cos sin sin cos sin cos cos sin ,h h hβ β + β − β − β β = β β  

2 2 2sin cos sin cos ,h h hβ − β = β β  
2 2sin cos sin cos .hβ − β = β β   

Выразим части уравнения через синус и косинус 
двойного угла. cos2 sin 2 / 2.h− β = β  Отсюда 

2tg 2 .
h

β = −  (4) 

Угол α  находится  

1

1

sin (sin cos ) ,
cos cos

b R h
b R

α β − β
=

α β
 sin costg ,

cos
hβ − β

α =
β

 

tg tg .hα = β −  (5) 

Зная углы α  и ,β  легко найти, что  

1
sin ,
sin

a R β
=

α
 (6) 

1
cos ,
cos

b R β
=

α
 (7) 

tg .
tg

k β
=

α
 (8) 

Поскольку по определению 0,h ≠  то формулы 
существуют на всей области определения. 

Выводы 
1. Переставная симметрия не хранится в парамет-

рах центрально симметричного конического сечения. 
2. Евклидова плоскость не однородна, и каждая 

центральная коника обладает собственным базисом 
для хранения переставной симметрии. 
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A Proper Non-Orthogonal Constant Basis of Quadratic Form 

It is shown in the article that the permutation symmetry can not be kept in the parameters of centrosymmetric quadratic forms. It is assumed 
that this non-algebraic symmetry is stored in a basis of the Euclidean plane. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СНОП-БАЗИСА КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 
 
Доказано, что при учете данного базиса для преобразования «сдвиг» получаются результаты, аналогичные каноническим уравнени-

ям. Проведены некоторые исследования преобразования сдвиг для конических сечений. 
 
 

 статье [1] получены новые материалы, 
обосновывающие неортогональный собст-
венный базис квадратичной формы. Срав-

ним полученные результаты с формулами, получен-
ными классическим методом для эллипса, и рас-
смотрим результаты применения базиса для гипер-
болы и параболы. Нумерация формул по статье [1]. 

Эллипс 
Теорема 1. Параметры эллипса, полученного при 

преобразовании «сдвиг» с использованием неортого-
нального репера переставной симметрии, совпадают 
с параметрами, полученными из уравнения в кано-
ническом виде. 

Доказательство 
Угол б  
Поскольку угол α нам известен из формулы (2), а 

также из (5), проверим, выполняется ли равенство 
углов, полученных по обоим методам. В тригоно-
метрии тангенс двойного угла определяется по тан-

генсу угла как 2
2 tgtg 2 .

1 tg
ϕ

ϕ =
− ϕ

 Последовательно 

найдем тангенс двойного угла :β  

2
2(tg ) 2 ,

1 (tg )
h

hh
β −

=
− β −

 2
tg 1 ,

1 (tg )
h

hh
β −

=
− β −

 

2(tg ) 1 (tg ) ,h h hβ − = − β −  
2 2 2tg 1 tg 2 tg ,h h h hβ − = − β + β −  

2tg 1 tg 2 tg ,h hβ = − β + β  20 1 tg tg ,h= − β + β  
2tg 1 tg .h− β = − β  

Разделим обе части на выражение 21 tg− β  

2
tg 1.

1 tg
h− β

=
− β

 Отсюда 2
tg 1 ,

1 tg h
β

=
−− β

 2
2 tg 2 ,

1 tg h
β

=
−− β

 

2tg 2 .
h

β = −  Таким образом, доказано, что угол пово-

рота получаемого эллипса совпадает с углом, най-
денным по правилам аналитической геометрии. 

Значение полуосей 1a  и 1b  
Выразим значения квадрата отношения полуоси 

(6) 1
sin
sin

a R β
=

α
 через угол ,α  возведя в квадрат 1a  

и выразив значения через тангенсы углов: 

2 2
2 2
1 2 2

tg 1 tg ,
1 tg tg

a R β + α
=

+ β α
 

2 2 2
1
2 2 2

(tg ) 1 tg .
1 (tg ) tg

a h
R h

α + + α
=

+ α + α
 

Подставляем 2ctg 2 := αh  

2 2 2
1
2 2 2

(tg 2ctg 2 ) 1 tg .
1 (tg 2ctg 2 ) tg

a
R

α + α + α
=

+ α + α α
 

Подставляем значение ctg 2 :α  

2
2

2 2
1
2 2 2

2

1 tg(tg 2 )
1 tg2 tg ,

1 tg tg1 (tg 2 )
2 tg

− α
α +

+ αα=
− α α

+ α +
α

a
R

 

22 2

2 2
1
2 2 22 2

tg 1 tg
tg 1 tg ,

tgtg 1 tg1
tg

a
R

⎛ ⎞α + − α
⎜ ⎟⎜ ⎟α + α⎝ ⎠=

α⎛ ⎞α + − α
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟α⎝ ⎠

 

2 22
1
2 2

2

1
1 tgtg ,1 tg1

tg

a
R

+ αα=
α+

α

 
2 22
1
2 2 2

2

1
1 tgtg ,

tg 1 tg
tg

a
R

+ αα=
α + α

α

 

2 2
1
2 2 2

1 1 tg ,
tg 1 tg

a
R

+ α
=

α + α
 

2
1
2 2

1
tg

a
R

=
α

 

или 1 ctg .a R= α  

Следовательно, 1a a=  по формуле (3).  
Выразим то же самое для полуоси 1 :b  

1 cos ,
cos

b
R

β
=

α
 

2 2
1
2 2

cos ,
cos

b
R

β
=

α
 

2 2
1
2 2

1 1 tg ,
11 tg

b
R

+ α
=

+ β
 

2 2
1
2 2

1 tg ,
1 tg

b
R

+ α
=

+ β
 

2 2
1
2 2

1 tg .
1 (tg )

b
R h

+ α
=

+ α +
 

Подставляем h  
2 2
1
2 2

1 tg
1 (tg 2ctg 2 )

+ α
=

+ α + α
b
R

.  

В 
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Подставляем выражение котангенса двойного уг-
ла через тангенс одинарного: 

2 2
1
2 22

1 tg ,
1 tg1 tg 2

2tg

b
R

+ α
=

⎛ ⎞− α
+ α +⎜ ⎟⎜ ⎟α⎝ ⎠

 

2 2
1
2 22 2

1 tg ,
tg 1 tg1

tg

b
R

+ α
=

⎛ ⎞α + − α
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟α⎝ ⎠

 
2 2
1
2

2

1 tg ,11
tg

b
R

+ α
=

+
α

 

2 2
1
2 2

2

1 tg ,
tg 1

tg

b
R

+ α
=

α +
α

 
2

21
2 tgb

R
= α  или 1 tg .b R= α  

Следовательно, 1b b=  по формуле (3). Посколько 
коэффициенты 1a  и 1b  равны, то и коэффициент 
сжатия ,k  полученный в теореме 2 [1], совпадает 
с коэффициентом, полученным классическим спосо-
бом. 

Исследуем формулы для угла .β  При коэффици-

енте 0h →  из формулы (6) 
0

2lim ,
h h→

⎛ ⎞− = −∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 следова-

тельно, .
4
π

β = −  Кроме того, вместо эллипса получа-

ем окружность. При коэффициенте h → ∞  по той же 

формуле 2lim 0,
h h→∞

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 следовательно, 0.β =  Вме-

сто эллипса получаем прямую линию. Таким обра-
зом, значение угла β  определяет не только физиче-
ские параметры геометрического примитива, но и 
его вид. 

Пусть имеется эллипс, центр которого совпадает 
с центром осей координат, но полученный не сжати-
ем вдоль оси ,h  например оси ,Y  а цепочкой двух 
преобразований сдвиг вдоль оси X  и поворот на 
угол .−α  Найдем, как будет зависеть угол β  от ко-
эффициента .h   

Рассмотрим систему, полученную из (2), (5) и (8):  

tg ,
tg

tg tg ,
2tg 2 .

β⎧ =⎪ α⎪⎪ = β −⎨
⎪
⎪ α =
⎪⎩

k

a h

h

 

Осуществим подстановку второго уравнения 

в первое по tgβ  tg ,
tg

hk α +
=

α
 1 .

tg
hk = +
α

 Подставим 

третье уравнение в результат по h  21 .
tg tg 2

k − =
α α

 

Осуществим подстановку по формуле разложения 

двойного тангенса 
2

21 ,2 tgtg
1 tg

k − =
α

α
− α

 

2

2
1 tg1 ,

tg
k − α

− =
α

 2
11 1

tg
k − = −

α
 и окончательно 

1tg .
k

α = ±  Знак ± говорит о том, что один и тот же 

эллипс можно получить с использованием преобра-
зования сдвига по h  и .h−  Зная tgα  от ,k  найдем 

h  от k  2 ,
tg 2

h =
α

 
2

2 ,2 tg
1 tg

h =
α

− α

 
21 tg ,

tg
h − α

=
α

 

11
,1

kh

k

−
=

±
 

1

,1

k
kh

k

−

=
±

 ( 1) ,kh k
k
−

= ±  ( 1) .kh
k
−

= ±  

Отсюда tg .kβ = ±  Заметим, что значения знаков 
перед всеми результатами равны, следовательно, 
значения можно рассматривать только с положи-
тельным знаком. 

Таким образом, эллипс, полученный из окружно-
сти единичного радиуса сжатием вдоль оси Y  на 
коэффициент ,k  можно представить через цепочку 
преобразований окружности единичного радиуса, 
сдвинутой вдоль оси X  с коэффициентом 

( 1)kh
k
−

= ±  и повернутой на угол 1arctg .
k

α = −  

Кроме того, сжатие окружности вдоль оси Y  на ко-
эффициент k  можно выразить через угол 

arctg .kβ =  
Если сравнить угол α  с углом ,β  то легко уви-

деть, что α = −β  для эллипсов, полуоси которых не 
совпадают с осями координат (рисунок). 

 

0

α

β=−α

 

В статье [2] рассмотрен вывод формулы по ново-
му методу для преобразования «сдвиг» вдоль оси Y  

с матрицей преобразования 
1 0

1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
h

 и получены 

формулы: 2tg 2 ,
h

β =  tg tg .hα = β +  Как видно, они 

совпадают с формулами (4) и (6) при подстановке 
,h h= −  т. е. выполняется свойство косоэрмитовости 
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матрицы A  
1 1 0

.
0 1 1

h
h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 С другой стороны, 

в статье [3] находится пример, показывающий, что 
свойство косоэрмитовости в евклидовой плоскости 
не выполняется. 

Гипербола 
Если применить расширение над множеством 

действительных чисел и предположить, что нечетное 
число коэффициентов , , , ,h g a b C∈  при этом, если 
коэффициент { }, , ,c a b g h∈  принадлежит множеству 
комплексных чисел, то Re 0,c =  можно получить 
расширение общих формул для гипербол. Так, мат-

рицы преобразований 
0

0 1
ki⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 
1 0
0 ki

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 изменят 

окружность до соответствующих единичных гипер-
бол. При этом подстановка в качестве коэффициен-
тов комплексных чисел приведет к комплексным 
углам.  

Рассмотрим изменения гиперболы при преобра-
зовании «сдвиг» (оси координат совпадают с полу-
осями гиперболы). 

Теорема 2. Изменение параметров произвольной 
гиперболы после преобразования «сдвиг», находя-
щейся в начале координат, можно выразить через 
угол β  аналогично изменениям окружности и эл-
липса. 

Доказательство 
Уравнение гиперболы в параметрическом виде 

будет
ch ,
sh ,

=⎧
⎨ =⎩

x a t
y b t

 уравнение получаемой гиперболы 

1

1

ch( ),
sh( ),

= + α⎧
⎨ = + α⎩

x a t
y b t

 1a  и 1b  – полуоси гиперболы, α  – 

угол поворота результирующей гиперболы. 
Для нахождения оставшихся параметров 1a  и 1b  

рассмотрим систему уравнений 
1

1

ch ch sh ,
sh sh .

= +⎧
⎨ =⎩

a a t hb t
b b t

τ
τ

 Аналогично материалам, 

изложенным в [1], предположим, что существуют 
два ортогональных базиса по углам α  и .β  Осуще-
ствим подстановку в систему: 

1

1

ch( ) ch( ) sh( ),
sh( ) sh( );

+ α = + β + + β⎧
⎨ + α = + β⎩

a t a t hb t
b t b t

 

1 1

1 1

ch ch sh sh
(ch ch sh sh ) (ch sh sh ch ),

ch sh sh ch (ch sh sh ch );

× α + × α =⎧
⎪= × β + × β + × β + × β⎨
⎪ × α + × α = × β + × β⎩

a t b t
a t t bh t t

a t b t b t t
 

1 1

1 1

ch ch sh sh
ch ( ch sh ) sh ( sh ch ),

ch sh sh ch ch sh sh ch .

× α + × α =⎧
⎪ β + β + β + β⎨
⎪ × α + × α = × β + × β⎩

a t b t
t a bh t a bh

a t b t b t b t
 

Принимая во внимание, что sh t  и ch t  – незави-
симые функции, приравняем коэффициенты при 

функциях sh t  и ch t  в обеих частях уравнений 

и получаем систему 

1

1

1

1

ch ch sh ,
sh sh ch ,
sh sh ,
ch ch .

α = β + β⎧
⎪ α = β + β⎪
⎨ α = β⎪
⎪ α = β⎩

a a bh
b a bh
a b
b b

  

Рассмотрим две пропорции: 

1 1

1 1

ch ch sh
ch ch

a aa bh
b b b

α β + β
= =

α β
  

и 1 1

1 1

sh sh .
sh sh ch

a ab
b a bh b

α β
= =

α β + β
 

Приравняем результаты по величине 1

1

a
b

:  

ch sh sh ,
ch sh ch

a bh b
b a bh
β + β β

=
β β + β

 

2( ch sh )( sh ch ) sh ch ,a bh a bh bβ + β β + β = β β  

2 2 2 2 2

2

ch sh sh ch sh sh

sh ch ,

a bha abh b h

b

β β + β + β + β β =

= β β
 

2 2

2 2 2 2

(sh ch )

sh ch ch sh sh sh ,

bha

b a b h

β + β =

= β β − β β − β β
 

2 2 2 2 2 2(sh ch ) ( )sh ch .bha b a b hβ + β = − − β β  

Заменим гиперболический синус и косинус на со-
ответствующие трансцендентные функции двойного 
угла: 2 2 2ch 2 ( (1 ) )sh 2 / 2.bha b h aβ = − − β  Отсюда 

2 2 2
2th 2 ,

(1 )
bha

b h a
β =

− −
 и из пропорций находим :α  

1

1

sh sh ch ,
ch ch

b a bh
b b

α β + β
=

α β
 sh chth ,

ch
a bh

b
β + β

α =
β

 

th th .a h
b

α = β +  

Зная углы α  и ,β  легко найти, что 1
sh ,
sh

a a β
=

α
 

1
sh
sh

b b β
=

α
 и 1

th .
th

k β
=

α
 Теорема доказана. 

Рассмотрим значения th 2β  при совпадающих 

параметрах a b= : 2
2 2th 2 ,

1 1
h

hh
β = = −

− −
 что эквива-

лентно значению, полученному при выводе угла β  
для окружности. 

Исследуем предельные случаи преобразования 
для ,a b=  когда ( ) 0h h− →  и ( ) .h h− → ∞  Выразим 

2
2 2th 2

1 1
h

hh
β = = −

− −
 через тангенс 

sin 2 tg 2th 2
cos 2

i i
i i i

β β
β = =

β
 и 2tg 2 ii

h
β = − . 
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Пусть 0,h →  тогда 
0

2lim tg 2
0h

ii
→

β = − = −∞  

и / 4,β = −π  когда 
0

2lim
h

i
h− →

− = ∞
−

 угол / 4,β = π  когда 

2lim 0
h

i
h± →∞

− =  угол 0.β =  

Особенно интересным является то, что параметры 
как полученной гиперболы, так и эллипса зависят 
только от углов α  и .β  

Парабола 

Рассмотрим изменения параболы 2

,

/ 2

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩

x t

y t p
 при 

преобразовании «сдвиг» 
1

.
0 1

h⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 В результате полу-

чится парабола 
2

2

( / 2 ) ,

/ 2 ,

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

%

%

x t h p t

y t p
 повернутая на угол 

,α  она запишется как 
2

1 2
2

1 2

cos sin

sin cos .

x k t k t

y k t k t

⎧ = α − α⎪
⎨

= α + α⎪⎩

%

%
  

Вместе имеем 
2 2

1 2
2 2

1 2

cos sin ( / 2 ) ,

sin cos / 2 .

⎧ α − α = +⎪
⎨

α + α =⎪⎩

k t k t t h p t

k t k t t p
 

Повернем точки на угол β  в СНОП-базисе, 

2
1 2

2 2

2 2
1 2

cos sin
,cos sin / 2 sin ( / 2 )cos

sin cos sin cos / 2 ;

⎧ α − α =
⎪⎪

= β + β − β + β⎨
⎪

α + α = β + β⎪⎩

t k t k

t ht t p t h p

t k t k t t p

 

2
1 2

2

2 2
1 2

cos sin

(cos sin ) (sin cos ) / 2 ,

sin cos sin cos / 2 .

⎧ α − α =
⎪⎪

= β + β − β + β⎨
⎪

α + α = β + β⎪⎩

t k t k

t h t h p

t k t k t t p

 

В силу независимости функций: 

1

2

1

2

cos cos sin ,
sin (sin cos ) / 2 ,
sin sin ,
cos cos / 2 ;

α = β + β⎧
⎪ α = β − β⎪
⎨ α = β⎪
⎪ α = β⎩

k h
k h p
k
k p

 

1

2

1

2

(cos sin ) / cos ,
(sin cos ) /(2 sin ),
sin / sin ,
cos /(2 cos ).

= β + β α⎧
⎪ = β − β α⎪
⎨ = β α⎪
⎪ = β α⎩

k h
k h p
k
k p

 

Приравниваем по коэффициентам 1k  и 2 :k  

(cos sin ) / cos sin / sin ,
(sin cos ) / sin cos / cos .

β + β α = β α⎧
⎨ β − β α = β α⎩

h
h

 

Переходим к пропорции 

sin sin cos ,
cos sin cos

a h
h
β β − β

=
β + β β

 

sin cos ( sin cos )(cos sin ),a h hβ β = β − β β + β  
2 2 2sin cos sin cos cos sin sin cos ,h h hβ β = β β − β + β − β β  

20 cos2 / 2sin 2 ,h h= − β − β  / 2sin 2 cos2 .h β = − β  

Отсюда 2tg 2 .
h

−
β =  Угол не зависит от параметра 

параболы. Другие параметры находятся аналогично. 
Итоговый параметр новой параболы 2

12y p x=  дол-

жен быть получен как 1

2 1

1 ,
1/ 2

k
k p

=  1
1

2
.

2
kp
k

=  Вы-

кладки для параболы 22x py=  аналогичны.  

Выводы 
1. Параметры кривой, преобразованной сдвигом, 

можно получить по аналитическим формулам с ис-
пользованием неортогонального репера переставной 
симметрии для конических сечений (парабола полу-
чена И. Б. Гетманюком). 

2. По полученному углу можно определить вид 
кривой на ранних стадиях расчета. 

3. Параметры центрально симметричной квадра-
тичной формы зависят только от локального искрив-
ления плоскости репера. 
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ИНВЕРСНЫЕ ПОЛУГРУППЫ С ТОПОЛОГИЕЙ 

 
Доказываются условия, при которых инверсная полугруппа с топологией становится топологической инверсной полугруппой. Иссле-

дуется отделимость топологии на инверсных полугруппах. 
 
 

олугруппа Х называется инверсной полу-
группой, если для каждого элемента x X∈  
найдется единственный элемент Xa ∈  та-

кой, что xxax =  и .axa a=  Элемент а называется 
инверсным к элементу х и обозначается 1.x−  

Инверсные полугруппы, как отмечено в [1], со-
ставляют наиболее перспективный для изучения 
класс полугрупп. Цель настоящей статьи – исследо-
вание свойств инверсных полугрупп с топологией. 
Терминология, основные определения и обозначения 
взяты из [1]–[3].  

Инверсная полугруппа Х, наделенная топологи-
ей τ, называется топологической инверсной полу-
группой, если умножение и операция взятия обратно-
го элемента непрерывны. 

Теорема 1. Инверсная полугруппа, наделенная 
топологией, будет топологической инверсной полу-
группой тогда и только тогда, когда отображения 

( ) 1: ,x y x y−ϕ a  и ( ) 1,: −ψ xyyx a  непрерывны. 
Доказательство . Необходимость. Пусть 

( )τ,X  – топологическая инверсная полугруппа 
и ( , ) ,f x y xy=  1( ) .h x x−=  Тогда 1( ( ), )f h x y x y−= =  

( , )x y= ϕ  непрерывна как сложная функция. Анало-
гично устанавливаем непрерывность ( , ).x yψ  

Достаточность. Пусть в инверсной полугруппе Х 
с топологией τ операции φ и ψ непрерывны. По-
скольку для каждого x X∈  

)()),,(( 111 xhxxxxxxx ===ϕψ −−− , то отображение h 
непрерывно. Непрерывность f следует из того, что 

1( , ) ( , ) ( , ( )).−= = ψ = ψf x y xy x y x h x  Теорема дока-
зана. 

Рассмотрим отображения ),(),( 1−=α xyxyx  

и ),(),( 1 yyxyx −=β  из XX ×  в XX × . 
Теорема 2. Пусть в инверсной полугруппе Х с то-

пологией τ операция взятия инверсного элемента 
непрерывна. Если множество )( UX ×α  [ )( XU ×β ] 
открыто в XX ×  для любого τ∈U , то каждый 
внутренний левый [правый] сдвиг является откры-
тым отображением из Х в Х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть )( UX ×α  открыто 
в XX ×  для любого .U ∈ τ  Тогда его сечение 
( ) { } {( ) | ( , ) ( ) |

a
X U y X a y X U y Xα × = ∈ ∈α × = ∈  

( ) ( )}1 1| x U y ax aU− −∃ ∈ = =  открыто в ( )τ,X  для 

любого .a X∈  Пусть 1( ) ,f x x−=  1)( −=γ axxa  
( Xa ∈ ). Тогда ,a a fγ = λ o  где axxa =λ )(  ( Xa ∈ ). 
Поскольку f сюръективно и по условию непрерывно, 
а aγ  открыто, то левый сдвиг aλ  является открытым 
отображением [2, с. 69]. 

Аналогично доказывается открытость правого 
сдвига .aρ  

Теорема 3. Пусть ( )τ,X  – топологическая ин-
версная полугруппа с открытыми левыми [правыми] 
внутренними сдвигами. Тогда α [β] является непре-
рывным и открытым отображением из XX ×  
в XX × . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Непрерывность отобра-
жений α и β в топологической инверсной полугруппе 
( )τ,X  следует из непрерывности отображений φ и ψ 
[теорема 1]. Пусть , ,U V ∈ τ  1( ) .U V U UV −α × = ×  

Поскольку операция 1−xx a  – гомеоморфизм Х на 
Х, то 1−V  открыто, тогда 1−UV  открыто, т. к. левые 
сдвиги по условию открыты. Отсюда следует откры-
тость множества 1.U UV −×   

Аналогично доказываем открытость отображения β.  
Топологическое пространство Х называется от-

делимым (или хаусдорфовым), если для любых раз-
личных точек x и y из Х существуют непересекаю-
щиеся окрестности.  

Элемент е полугруппы Х называется идемпотен-
том, если ее = е. 

В топологической группе замкнутость множества 
идемпотентов (т. е. множества, состоящего из еди-
ницы е) эквивалентна отделимости топологии [3, 
с. 16]. Следующий пример показывает, что в тополо-
гической инверсной полугруппе замкнутость множе-
ства идемпотентов не влечет за собой отделимости 
топологии. 

Пример. Множество R с операцией 
max{ , }x y x y∗ =  является инверсной полугруппой. 

Заметим, что R является связкой.  
Введем топологию τ на R: { };τ = ∅ ∪R  

[ ){ }, .a a∪ +∞ ∈ R  R с топологией τ будет тополо-

гической инверсной полугруппой. Действительно, 
пусть 000 yxz ∗=  и для определенности 0 0.x y≥  То-
гда 0 0.z x=  Пусть U – произвольная окрестность 
точки 0.z  Тогда [ )0; .z U+∞ ⊂  Пусть [ )0; ,x x∈ +∞  

П 
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[ )0; ,y y∈ +∞  тогда [ )0; .x y x x U∗ = ∈ +∞ ⊂  Значит, 

операция * непрерывна. Операция 1−xx a  является 
тождественным отображением, поэтому непрерывна. 
Отметим, что множество всех идемпотентов замкну-
то, но топология τ не является отделимой.  

Пусть Е – множество идемпотентов инверсной 
полугруппы Х. Обозначим через eH  ( Ee ∈ ) макси-
мальную подгруппу Х, содержащую е. 

Теорема 4. Пусть топологическая инверсная по-
лугруппа есть объединение конечного числа групп. 
Топология τ отделима тогда и только тогда, когда 
каждый идемпотент является замкнутым под-
множеством Х. В этом случае каждая подгруппа 
является открыто-замкнутым подмножеством Х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из 
замкнутости каждого одноточечного множества. 

Достаточность. Пусть каждый идемпотент e 
замкнут, тогда каждая подгруппа eH  является замк-
нутым подмножеством Х [4, с. 96]. Поскольку Х есть 
объединение конечного числа замкнутых множеств 
вида ,eH  то каждая подгруппа eH  является и от-
крытым подмножеством Х. А так как каждая под-
группа eH  есть отделимое топологическое подпро-
странство и открытое множество, то ( )τ,X  является 
отделимым топологическим пространством. 

Идемпотент е инверсной полугруппы ( )τ,X  на-
зывается изолированным, если существует окрест-
ность е, не содержащая других идемпотентов. 

Теорема 5. Если топологическая инверсная полу-
группа ( )τ,X  есть объединение групп, множество 
идемпотентов Е полугруппы Х – дискретное под-
пространство ( )τ,X  и каждый идемпотент замк-
нут, то τ отделима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждая подгруппа eH  
замкнута, и топология на ней отделима [4, с. 96]. По-

скольку Е дискретно, то каждое множество {e} от-
крыто в Е, следовательно, e – изолированный идем-
потент в Е. Тогда eH  – открытая подгруппа ( )τ,X  
[4, с. 97], значит, топология τ отделима.  

Теорема 6. Пусть в инверсной полугруппе Х с то-
пологией τ отображение ( ) 1, −xyyx a  непрерывно. 
Пусть Х есть объединение групп. Если каждая мак-
симальная подгруппа eH  есть открытое подмно-
жество Х, то ( )τ,X  есть объединение топологичес-
ких групп и топологическая инверсная полугруппа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть τ' – сужение τ на 
.eH  Операция ( ) 1, −xyyx a  непрерывна, тогда су-

жение этой операции на каждую из подгрупп ( )τ′,eH  
непрерывно. Поэтому каждая подгруппа ( )τ′,eH  бу-
дет топологической группой.  

Сужение операции 1−xx a  на каждую из под-
групп ( )τ′,eH  непрерывно, следовательно, данная 
операция непрерывна в ( ), ,X τ  т. к. Х есть объедине-
ние открытых множеств .eH  Из непрерывности опе-

раций ( ) 1, −xyyx a  и 1−xx a  следует, что ( )τ,X  
становится топологической инверсной полугруппой. 
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МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ СВЕТОВЫХ ВОЛН В НЕСТАЦИОНАРНОМ ВКР 

ПРИ ПОЛНОМ ФАЗОВОМ СОГЛАСОВАНИИ 
 
В работе предлагается аналитическое решение задачи распространения нестационарного вынужденного комбинационного рассея-

ния (ВКР) с учетом антистоксовой волны. Решение получено при условии фазового синхронизма возбуждающей, стоксовой и антисто-
ксовой волн. Рассматривается режим генерации, при котором излучение на смещенных частотах зарождается в среде вследствие 
спонтанной эмиссии. Для решения используется широко известный метод Римана–Вольтерра. 

 
 

 Уравнения модели и их преобразование 
ассмотрим ВКР лазерных импульсов мощно-
стью pI ≤ 107 Вт/см2 и длительностью 

pτ 10–11 ÷ 10–10 с. Для такого излучения на-
селенности уровней молекул, участвующих в КР, не 
изменяются [2]. Если, кроме того, длина образца 
меньше определенной [5, 6], то и возбуждающее из-
лучение не истощается. В этом случае в пренебреже-
нии эффектом Штарка в одномерном приближе-
нии [7] ВКР описывается системой уравнений [5, 6]: 

;∂
= γ

∂
a

a p
E i E Q
z

 (1) 

*;∂
= γ

∂
s

s p
E i E Q
z

 (2) 

*
* * *Г ,∂

= − β − β −
∂τ s p s a p a
Q i E E i E E Q  (3) 

где fE – комплексные амплитуды стоксовой ( ),=f s  
антистоксовой ( )=f a  и накачивающей ( )=f p  
волн, фазы которых считаются согласованными; Q – 
недиагональный элемент коллективной матрицы 
плотности, определяющий поляризацию, наведен-
ную в среде; Г – скорость по поперечной релакса-
ции; z – продольная координата; τ = −t z v – запаз-
дывающее время ( v – скорость волн), 

2

2 ,f f s
n

v
π

γ = ω μ
η

  f
f

μ
β =

h
 

( fμ – римановская поляризуемость на частоте 

fω ( ,f s a= ); n – концентрация молекул; η – линей-
ная часть показателя преломления). Поле накачки 

( )pE τ  считается заданным и вещественным. 
Будем полагать, что стоксово излучение подается 

на образец 
,0(0, ) ( );τ = τs sE E  (4) 

( ,0) 0.Q z =  (5) 

Антистоксово излучение порождается за счет па-
раметрического взаимодействия накачивающей 
и стоксовой волн, т. е. 

(0, ) 0.aE τ =  (6) 

Введем преобразование 

exp( ), ( , ),

exp( ).
f fE E Г f s a

Q Q Г

= ⋅ − τ =

= ⋅ − τ

%

%
 (7) 

В результате уравнения (1)–(3) не содержат ре-
лаксационного члена 

;∂
= γ

∂

%
%a

a p
E i E Q
z

 (8) 

*;∂
= γ

∂

%
%s

s p
E i E Q
z

 (9) 

*
* *.s p s a p a

Q i E E i E E∂
= − β − β

∂τ

%
% %  (10) 

Перейдем в уравнениях (8)–(10) к новым ампли-
тудам полей ( , ).f f pA E E f s a= =%  Тогда эти урав-
нения примут вид 

;∂
= γ

∂
%a

a
A i Q
z

 (11) 

*;∂
= γ

∂
%s

s
A i Q
z

 (12) 

( )
* 2 * .p s s a a

Q i E A A∂
= − β + β

∂τ

%
 (13) 

Легко видеть, что уравнения можно переписать 
следующим образом: 

*;∂
= ε

∂
%A i Q

z
 (14) 

* 2
,p

Q i E A∂
= −

∂τ

%
 (15) 

где *
s s a aA A A= β + β – комбинация амплитуд рассеян-

ных волн; .s s a aε = β γ − β γ  
Кроме того, уравнения (1), (2) имеют интеграл 

движения:  
*

0,a s

a s

E E
z

⎛ ⎞∂
+ =⎜ ⎟∂ γ γ⎝ ⎠

 

Р 
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откуда следует 
* *

,0 ( )( , ) ( , ) (0, ) (0, ) .sa s a s

a s a s s

EE z E z E E ττ τ τ τ
+ = + =

γ γ γ γ γ
 (16) 

Введем новую переменную 

22

0

( ) ( ') ', .p p
WW E d E

τ ∂
τ = τ τ =

∂τ∫  (17) 

Величина W – это энергия импульса накачки 
к моменту времени .τ  С ее использованием уравне-
ние (15) записывается в виде  

*

.Q iA
W

∂
= −

∂

%
 (18) 

Уравнения (14), (18) сводятся к уравнению 2-го 
порядка. Для этого продифференцируем уравнение 
(18) по переменной z  и учтем уравнение (14): 

2 *
* 0.Q Q

W z
∂

− ε =
∂ ∂

%
%  (19) 

Аналогичное уравнение получается и для поля  
2

0.A A
W z
∂

− ε =
∂ ∂

 (20) 

Интегрирование Римана–Вольтерра 
Для решения дифференциальных уравнений вида 

(19), (20) может быть применен метод Римана–
Вольтерра. В соответствии с ним общее решение 
уравнений (19), (20) имеет вид 

1 1( ) ( ) ( ),
2 2

B

p A B
A

F FR FR Mdy Ndx= + − −∫  (21) 

где 

1 ,
2
1 .
2

F RM R F
y y
F RN R F
x x

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (22) 

Кривая AB выбирается так, чтобы удовлетворить 
граничным условиям для функции ( , ).F x y  Функция 

,R  удовлетворяющая уравнениям (19), (20) и гра-
ничным условиям, называется функцией Римана для 
этой задачи. 

Вводя автомодельную переменную 4 ,z cxy=  
уравнение (21) можно свести к обыкновенному диф-
ференциальному уравнению 

2

2

1 0,R R R
z z z

∂ ∂
+ − =

∂ ∂
 (23) 

которое, как известно, имеет в качестве частного 
решения модифицированную функцию Бесселя 

( )0 0( ) 4 .I z I cxy=  Тогда функция Римана, удовле-

творяющая условиям (26), есть 

( )0( ', ') 4 ( ')( ') ,R x x y y I c x x y y− − = − −  (24) 

где ,x y  – координаты точки ,P  а ′x  и y′ – текущие 
координаты вдоль PA  и PB  ( 0c > ). 

При граничных условиях (4)–(6) в качестве кри-
вой AB  выбирают ломаную ,AQB  где || ,AQ OY  
а || .QB OX  Тогда решение (27) можно преобразовать 
к виду 

( ) .
' '

B A

p B
Q Q

R FF FR F dx R dy
x y

∂ ∂′ ′= − +
∂ ∂∫ ∫  (25) 

Решение уравнений. Обсуждение результатов 
Для записи общего решения уравнения (19) 

в формуле (25) в качестве x′  выберем переменную 
,z′  а в качестве y′  – переменную .w′  Кроме того, 

примем во внимание уравнение (18). Тогда 

* * * .
'

B A

p b
Q Q

RQ Q Q dz i ARdw
z

∂ ′ ′= − −
∂∫ ∫% % %  (26) 

Аналогично для решения уравнения (20) примем 
x′  за ,w′  а y′  за .z′  В результате 

.
'

B A

p B
Q Q

RA A A dw i QRdz
w

∂ ′ ′= − +
∂∫ ∫ %ε  (27) 

Примем теперь точку Q  за начало координат 
( 0 ( 0), 0).= = =w zτ  С учетом граничных условий 
(4)–(6) имеем 

*

0

( , ) (0, ) ( , ) ,
W

Q z i A R z w w dw′ ′τ = − τ −∫%  (28) 

0

( , )( , ) (0, ) (0, ) .
W R z w wA z A A dw

w
′∂ −′ ′τ = τ − τ

′∂∫  (29) 

Примем во внимание преобразование (7) и инте-
грал движения (16). В этом случае уравнения (28), 
(29) можно переписать следующим образом: 

[ ]

* 1
,0

0

( , ) ( ) ( )

exp ( ) ( , ) ;

− ′ ′τ = − β τ τ ×

′ ′ ′× − τ − τ −

∫%
W

s p sQ z i E E

Г R z w w dw
 

(30)
 

[ ]

1
,0 ,0

0

( , ) ( , ) ( ) ( )

( , )exp ( ) .

−γ β ′ ′τ = τ − τ τ ×
ε

′∂ −′ ′× − τ − τ
′∂

∫
W

s s
s s p sE z E z E E

R z w wГ dw
w

 
(31)

 

Если в формулах (30), (31) использовать явный 
вид функции Римана 

( )0( , ) 4 ( )R z w w I z w w′ ′− = ε −  

и ее производной 

( )1
( , ') ( ') 4 ( ')

'
R z w w z w w I z w w

w
∂ −

= − ε − ε −
∂
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и учесть, что *( ) ( ) ,p pdw E E d′ ′ ′ ′= τ τ τ  то окончательно 
получим 

[ ]

[ ]( )

* *
,0

0

0

( , ) ( ) ( ) exp ( )

4 ( ) ( ) ;

τ

′ ′ ′τ = − β τ τ ⋅ − τ − τ ×

′ ′× ε τ − τ τ

∫s p sQ z i E E Г

I z w w d
 
(32)

 

[ ][ ]
[ ]( )

*
,0 ,0

0
1
2

1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

exp ( ) ( ) ( )

4 ( ) ( ) '.

s s s s p p sE z E z E E E

Г w w

I z w w d

τ

−

′ ′τ = τ + γ β ε τ τ τ ×

′ ′× − τ − τ τ − τ ×

′× ε τ − τ τ

∫

 

(33)

 

Кроме того, с учетом соотношения (16) 

[ ][ ]
[ ]( )

* *
,0

0
1
2

1

( , ) ( ) ( ) ( )

exp ( ) ( ) ( )

4 ( ) ( ) .

a a s p p sE z z E E E

Г w w

I z w w d

τ

−

′ ′τ = −γ β ε τ τ τ ×

′ ′× − τ − τ τ − τ ×

′ ′× ε τ − τ τ

∫

 

(34)

 

Если рассмотреть случай 1 Г,τ p  т. е. положить 
Г 0=  и считать входные импульсы накачки и Стокса 
подобными, т. е. принять ,0 ( ) ( ),s pE Eτ = γ τ  1,γ  то 
интегралы в формулах (32)–(34) можно вычислить 
непосредственно. 

В формуле (32) необходимо перейти к новой пе-
ременной [ ]4 ( ) ( )z w w ′ε τ − τ  и воспользоваться 

свойством 0 1( ) ( ).I x dx xI x=∫  Таким образом, мы най-
дем  

[ ]( )*
1

( )( , ) 4 ( ) ( ) .s
wQ z i I z w w

z
τ ′τ = − β γ ε τ − τ

ε
 (35) 

Для поля ( , )sE z τ  удобно пользоваться не форму-
лой (33), а выражением (31), откуда сразу получаем 

[ ]( ),0
0

( , )
( )

4 ( ) ( ) .

s

s
a a s s

E z
E

I z w w

τ =

τ ⎡ ⎤′= −γ β + γ β ε τ − τ⎢ ⎥⎣ ⎦ε

 
(36)

 

С учетом интеграла движения (16) 

[ ]( )*
,0 0( , ) ( ) 1 4 ( ) ( ) .a s

a sE z E I z w wγ β ⎡ ⎤′τ = τ − ε τ − τ⎢ ⎥⎣ ⎦ε
 (37) 

Интенсивность компонент ВКР 

( ) 2
,0

02

( )
( , ) 4 ( ) ;

τ ⎡ ⎤τ = −γ β + γ β ε τ⎣ ⎦ε
s

s a a s s

I
I z I zw  (38) 

( )
2 2

0( , ) 1 4 ( ) .a s
aI z I zwγ β⎛ ⎞ ⎡ ⎤τ = − ε τ⎜ ⎟ ⎣ ⎦ε⎝ ⎠

 (39) 

Еще раз отметим, что в формулах (35)–(39) вели-
чина 0.ε ≥  

При ( 0)s s a aγ β < γ β ε <  решения для *( , ),Q z τ  
( , )fE z τ  и ( , )fI z τ  будут иметь вид, аналогичный 

формулам (35)–(39), но с заменой в них функций 
Бесселя 0 1,I I  соответственно на 0 1, ,J J  а ε  – на .−ε  
Решения, подобные выражениям (35)–(39), но для 
импульса накачки прямоугольной формы, получены 
ранее в работах других авторов. 

Мы видим, что интенсивность рассеянного света 
зависит от параметра ,ε  энергии импульса W  
и длины системы .z  При ( 0)s s a aβ γ < β γ ε <  спонтан-
ная эмиссия, возникшая на начальной стадии, быстро 
затухает с течением времени. Если ,s s a aβ γ ≈ β γ  т. е. 

0,ε ≈  то рассеянное излучение и не затухает, и не 
усиливается. Эта ситуация в корне отличается от 
переходного ВКР в отсутствие антистоксовой ком-
поненты, когда усиление имеет место всегда [2]. 

При 0ε <  в случае больших усилений, т. е. 

( )1 4 ( ) ,u u zW= ε τ  пользуясь асимптотическим 

представлением функции ( )0 ( ) exp 2 ,I u u uπ  выра-
жения для интенсивности (38), (39) можно записать 
в виде 

( )
22

,0 ( )
( , ) exp 4 ( ) .

4 ( )
γ τβ⎛ ⎞τ ≈ ⋅ ε τ⎜ ⎟π ε ε τ⎝ ⎠

f ss
f

I
I z zw

zw
 (40) 

Усиление в основном определяется экспоненци-
альным членом с декрементом 4 ( ).g zW= ε τ  Из 
последней формулы следует, что при полном фазо-
вом согласовании стоксовой, антистоксовой и воз-
буждающей волн антистоксов параметрический про-
цесс играет роль фактора, сдерживающего рост сток-
сова излучения. Чем больше произведение β γs s  
произведения a aβ γ  (больше ε ), тем эффективнее 
протекает процесс стоксовой генерации и тем мень-
ше интенсивность антистоксова излучения 
( 2 2

a s a sI I = γ γ ). Если ,s s a aβ γ β γ  то антистоксовым 
рассеянием можно пренебречь вообще [8]. Зависи-
мость декремента усиления от энергии импульса на-
качки и длины образца такая же, как и в случае пере-
ходного ВКР с отсутствующей антистоксовой ком-
понентой [2]. 
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Lightwaves Interaction Model in Transient Stimulated Raman Scattering (SRS) with Phase Matching 

A problem of transient stimulated Raman scattering (SRS) was analytically solved in presence of phase synchronism of Stokes, anti-Stokes and stimu-
lating waves. The generation mode is considered, which means that a spontaneous emission in media generates an emission on shifted frequencies. Well 
known in partial differential equations theory Riemann-Volterra method is used. 
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КОНТРОЛЬНО-ОЦЕНОЧНАЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ:  
РАЗНЫЕ СТОРОНЫ ОДНОГО ПРОЦЕССА 

 
В работе обсуждается проблема согласованности оценивания знаний студентами и преподавателями. Представлены результаты 

эмпирического исследования, в котором анализируется совпадение отметок учащихся и педагогов в зависимости от формы экзамена 
и изучаемой дисциплины. 

 
 

ольшое количество исследователей склоня-
ются к тому, что в ближайшем будущем об-
разование, в 90 % случаев, станет виртуаль-

ным [9]. В последнее время традиционные методы 
обучения в деятельности преподавателей начинают 
вытесняться другими способами, в частности дис-
танционным обучением. При этом Гарвардский уни-
верситет и некоторые другие вузы США не хотят 
становиться виртуальными, т. к. это уменьшает их 
популярность за счет большей доли самостоятельно-
сти студентов при дистанционном обучении через 
Интернет. Как отмечает D. Carnevale, «сам факт того, 
что студенты живут в кампусах и не виртуально при-
сутствуют на занятиях, – это знак престижа и качест-
ва образования» [9, с. 26]. Но и при наличии естест-
венного желания учиться студенты лучше справля-
ются с этой задачей при организации контроля над 
их деятельностью. По этой причине можно говорить 
о том, что с постановкой задач и созданием необхо-
димых условий контроль знаний – движущая сила 
учебного процесса.  

Использование большого количества разных ви-
дов контроля создает условия для дальнейшего про-
явления знаний студентами в соответствии с их 
личностными особенностями. Как известно, на объ-
ективность оценки при устной проверке знаний мо-
гут оказывать влияние различные психологические 
эффекты, стереотипы, опыт педагога. В то же время 
результаты, полученные нами в [6] и приведенные 
в научной литературе (И. М. Фейгенберг, В. Г. Айн-
штейн, А. В. Петровский), показывают, что, с точки 
зрения преподавателей, истинный уровень подго-
товленности студентов можно выявить именно 
в процессе непосредственного общения. И даже 
письменный контроль педагоги предпочитают, по 
возможности, завершать беседой, в ходе которой 
можно уточнить уровень подготовки обучающихся, 
расставить правильные акценты в направленности 
обучения. Кроме того, сам процесс выражения 
мысли в письменной форме требует от учащегося 
не только знания материала, но и других умений, 
которыми он должен владеть, что тоже отражается 
на оценке ответа.  

Студенты же предпочитают устный контроль 
в случае доброжелательных отношений с преподава-
телем и высокого уровня знаний предмета. При на-
личии конфликта и отсутствии знаний им легче про-
явить свои базовые компетенции на тестировании. 

Многочисленные публикации в научной литера-
туре (А. Е. Евсигнеев, В. Соловьев, Н. К. Кисель, 
И. А. Медведева, М. Я. Виленский, Е. П. Бакай, 
В. Н. Владимирова и др.) сводятся к тому, что педа-
гогическое тестирование – практически единствен-
ный путь объективизации знаний. Оно действитель-
но имеет много достоинств: облегчает контроль зна-
ний студентов во временном параметре, выявляет 
усвоение ключевых понятий, тем, элементов учебной 
программы, нет субъективности оценки преподава-
теля, личностного компонента, – но при этом не соз-
дает предпосылок для развития аналитико-
синтетического мышления, не учитывается уровень 
развития и динамики обучения [3; 8]. В последнее 
время данный вид контроля все больше распростра-
няется и в российских вузах, хотя за рубежом (США, 
Великобритания, Голландия, Япония, Израиль) он 
уже получил широкое применение в качестве теку-
щей и итоговой аттестации. В то же время в Велико-
британии, Японии, США устный контроль знаний 
проходят только лица, получающие докторскую сте-
пень [7; 10]. Таким образом, наличие непосредствен-
ного контакта с экзаменатором допускается для лю-
дей, имеющих высшее образование, компетентных 
в своей области, что придает им уверенность в себе 
и повышает стрессоустойчивость. 

Как педагогическая практика, так и научная лите-
ратура ярко отражает проблему согласованности 
оценок преподавателя и студента: студенты далеко 
не всегда считают отметку преподавателя справед-
ливой и объективной, что может являться причиной 
конфликта. От объективности оценивания базовых 
компетенций обучающихся зависит качество обуче-
ния, правильность решения многих дидактических 
и воспитательных задач. Около 40 % педагогов не 
различают понятия «объективность» и «справедли-
вость» оценки, что порождает затруднения в кон-
трольно-оценочной деятельности преподавателей 
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и препятствует реализации мотивирующей функции 
оценки [1]. А педагогическая оценка оказывает сти-
мулирующий и воспитательный эффект, только ко-
гда в ней, с точки зрения студента, находят единство 
объективность и справедливость. При возникнове-
нии противоречия между этими составляющими 
приоритет отдается справедливости. Л. К. Дембский 
и Н. В. Чирский выявили, что «у хорошо успеваю-
щих студентов совпадения между собственной оцен-
кой и оценкой, которую поставил ему педагог, соста-
вили 42 % случаев, а у слабоуспевающих – 13 % слу-
чаев. По данным других исследователей, совпадения 
между учительской оценкой и собственной учениче-
ской оценкой происходит в 50 % случаев» [11]. 
В исследовании, проведенном нами, также акценти-
руется внимание на изучении согласованности сту-
денческих и преподавательских отметок.  

Для проверки нашего предположения о том, что 
прогнозируемые отметки студентов помогают овла-
деть умением выполнять учебную деятельность,  
было организовано эмпирическое исследование, вы-
борку которого составили 450 студентов агропро-
мышленных, технических и гуманитарных специ-
альностей ФГОУ ВПО «Ижевская сельскохозяйст-
венная академия», ГОУ ВПО «Удмуртский 
государственный университет», ГОУ ВПО «Ижев-
ский государственный технический университет». 
Исследование проводилось на итоговом контроле 
знаний в устной, письменной форме и на федераль-
ном интернет-экзамене в сфере профессионального 
образования (ФЭПО). Студенты перед началом экза-
мена выставляли отметку себе, исходя из своего 
уровня знаний, и ожидаемую отметку. Разумеется, 
они не влияли на реальную отметку, полученную 
студентом, т. к. экзаменатор не знал этих прогнозов. 
В исследовании использовались все блоки дисцип-
лин, изучаемых в вузах России: социально-экономи-
ческие дисциплины (философия, экономическая тео-
рия, психология и педагогика); естественно-научные 
дисциплины (высшая математика, концепции со-
временного естествознания); профессиональные 
дисциплины (теория социальной работы, биоорга-
ническая химия, технология производства и пере-
работки животноводческой продукции, технология 
ремонта машин, проектирование предприятий). 
Прогнозируемые отметки сопоставлялись с резуль-
татом проверки с помощью ранговой корреляции 
Спирмена (таблица). 

Отсутствие согласованности между оценкой зна-
ний самими студентами и преподавателями на всех 
дисциплинах и почти на всех формах экзамена, от-
раженное в таблице, может быть вследствие разных 
критериев оценки: усвоенная информация, умение 
применять полученные знания на практике, способ-
ность переносить полученные знания на решение 
новых задач и т. п. Как указывают Л. К. Дембский 
и Н. В. Чирский, «один и тот же ответ студента оце-
нивается неоднозначно разными педагогами, причем 
расхождение в оценках достигает двух, даже трех 
баллов. Эта картина типична и для гуманитарных, 
и для естественных дисциплин. Одну и ту же ошибку 

один преподаватель считает грубой, другой – негру-
бой, третий – недочетом» [11].  

 
Коэффициенты ранговой корреляции Спирмена между 
показателями при разных формах и дисциплинах  
экзамена (p < 0,01) 

Критерии  
сравнения 

Шкалы 
«Оценка 
ожидае-
мая» – 

«Оценка 
себе» 

Шкалы 
«Оценка 
ожидае-
мая» – 

«Оценка 
реальная» 

Шкалы 
«Оценка 
себе» – 

«Оценка 
реальная» 

Устный экзамен 0,72 0,45 0,37 
Письменный  

экзамен 
0,74 0,60 0,50 

Федеральный  
интернет-экзамен 

0,51 – – 

Социально-
экономические  
дисциплины 0,45 – – 
Естественно-научные

дисциплины 0,72 0,56 – 
Профессиональные 

дисциплины 
0,80 0,48 – 

 
Кроме того, как видно из таблицы, показатели, 

полученные на тестировании, выявили отсутствие 
взаимосвязи между реальной оценкой и прогнози-
руемыми, тогда как на устном и письменном экзаме-
не наблюдается согласованность отметок студентов 
и экзаменатора. «Живой экзаменатор», если он умен, 
добросовестен и доброжелателен, объективнее ком-
пьютерного контроля, т. к., по мнению И. М. Фей-
генберга [5], может учитывать состояние студента 
и его личностные особенности. Для результативного 
же выполнения тестов нужны навыки так называе-
мой тестовой культуры: личностная готовность 
к тестовой форме оценки знаний; умение организо-
вать и предъявить собственные знания; понимание 
значимости всех элементов теста и тестовых зада-
ний. Именно поэтому для успешной сдачи теста не-
обходимо тренироваться. А у испытуемых, возмож-
но, нет большого опыта в прохождении тестирова-
ния, что объясняет выявленные закономерности. 

Помимо того, одним из условий составляемого 
теста должно быть строгое соответствие источникам 
информации, которыми пользуются учащиеся [4], 
что не выполняется на ФЭПО: часть вопросов по 
всем дисциплинам выходят за рамки компетенции 
испытуемых, что также влияет на итоговую успевае-
мость. Например, на интернет-экзамене по психоло-
гии и педагогике у студентов, обучающихся по спе-
циальности «технология производства и переработки 
сельскохозяйственной продукции», были задания, 
отражающие феноменологический подход в клини-
ческой практике.  

С другой стороны, ожидая успешных отметок 
и оценивая себя высоко, студенты, вероятно, рассчи-
тывают на нахождение верного ответа из предло-
женных вариантов. Следует отметить, что студенты 
на ФЭПО пользуются конспектами, учебниками, 
мобильными телефонами, по которым они звонят 
знающим друзьям. 
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Таким образом, можно заключить, что тестирова-
ние, претендующее на объективный контроль зна-
ний, в форме интернет-экзамена на данный момент 
таковым не является, т. к. предъявляет завышенные 
требования к студентам. 

При сравнении итогового контроля знаний по 
разным дисциплинам необходимо отметить, что наи-
большая согласованность отметок студентов и пре-
подавателей наблюдается на экзаменах по естествен-
но-научным и профессиональным предметам. Д. Ри-
анс [2] выявил, что преподаватели общественных 
дисциплин более дружелюбны в общении с учащи-
мися, выше оценивают их поведение, чем педагоги, 
преподающие математику. В нашем исследовании 
высшую математику студенты сдавали как письмен-
но (испытывая при этом, в большинстве своем, по-
вышенный уровень психической напряженности), 
так и на ФЭПО, что объясняет полученные результа-
ты. В математике, являющейся точной наукой, где 
необходимо знать формулы, определения, сущест-
вуют четкие критерии выявления уровня знаний. 
При этом широкий кругозор, развитая речь незначи-
тельно могут помочь обучающемуся в получении 
высокой отметки. Кроме того, особенность письмен-
ного контроля – это отсутствие непосредственного 
контакта с преподавателем. Письменный контроль 
знаний способствует развитию логического мышле-
ния, целенаправленности: студент более сосредото-
чен, он лучше понимает сущность вопроса, обдумы-
вает варианты решения и построение ответа. Данная 
форма контроля приучает к точности, лаконичности, 
связности изложения мыслей. Названные причины 
могут объяснять согласованность отметок студентов 
и преподавателей именно на письменном экзамене. 

Дисциплины профессионального направления от-
личает повышенная мотивация студентов. Как прави-
ло, их преобладание наблюдается на старших курсах, 
когда студенты уже хорошо умеют адаптироваться 
к требованиям и особенностям преподавателей, знают 
как отличительные черты проверки знаний, так и сам 
предмет, что объясняет совпадение ожидаемой отмет-
ки и отметки преподавателя. 

Подводя итог, следует отметить, что результат 
и эффективность учебного процесса определяется, 

среди прочих условий, и фактором совпадения за-
планированных и реальных результатов, причем как 
со стороны преподавателя, так и со стороны студен-
тов. 
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КОНЦЕПЦИИ РАЗВИТИЯ ПЕДАГОГИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ  

В ЕВРОПЕЙСКИХ СТРАНАХ 
 
В статье рассматриваются основные концепции развития педагогического образования в европейских странах: рационалистическая (ме-

неджериальная); консервативно-традиционалистская; неогуманистическая (феноменологическая). Автор дает анализ образовательно-
го процесса в высшей школе стран мира. 

 
 

 западноевропейской педагогике к концу 
ХХ в. оформилось несколько основных кон-
цепций высшего педагогического образова-

ния, которые определили структуру и основные 
формы организации образовательного процесса 
в ХХI в. В европейской высшей педагогической 
школе возникла важная закономерность: дидактичес-
кая мысль оказывает реальное воздействие на общую 
направленность философии образования. В ней от-
ражаются разнообразные, подчас весьма противоре-
чивые концепции, обнаруживающие неоднозначное 
понимание целей, содержания и технологий обуче-
ния и образования.  

Классификация основных концепций может быть 
представлена как:  

• рационалистическая (менеджериальная); 
• консервативно-традиционалистская; 
• неогуманистическая (феноменологическая). 
Рационалистическая концепция обучения (ме-

неджериальная). В высшей педагогической школе 
Запада она выступает ведущей концепцией, влияю-
щей на конструирование образовательного процесса. 
В последние десятилетия ХХ в. менеджериальное 
направление переживает период возрождения. 
В центре идеологии рационалистической модели 
обучения лежит бихевиористская концепция содер-
жательной инженерии, основателем которой являет-
ся Б. Скиннер. Рационалисты считают, что поведе-
ние означает все виды реакций, свойственных чело-
веку, – его мысли, чувства и действия. Человек 
рассматривается как «человеческий материал», кото-
рый становится податлив в ту или иную сторону, 
если прибегнуть к правильным методам влияния 
и управления [1]. Формирование интеллектуального 
потенциала личности возможно при отождествлении 
его с реальными действиями.  

В связи с этим образовательный процесс прини-
мает «верифицируемую» направленность. Для того 
чтобы преподаватель мог целенаправленно форми-
ровать поведенческий репертуар студентов и оцени-
вать результаты этой работы, вся образовательная 
программа должна быть переведена на язык кон-
кретных поведенческих терминов. В итоге дидакти-
ческие цели становятся более конкретизированными 
с помощью перевода на язык «наблюдаемых дейст-
вий». Главная задача педагога при организации ра-
ционалистической модели обучения – создание бла-

гоприятной среды обучения для психоэмоциональ-
ного восприятия студентами учебного материала. 

Характерные черты рационалистического образо-
вательного процесса рассматривает американский 
педагог и психолог Т. Герман. В работе «Создание 
среды обучения: бихевиористский подход к образо-
ванию» приоритет отдается манипулятивным мето-
дикам воздействия на обучаемых. Поддерживая идеи 
Б. Скиннера, Т. Герман отстаивает необходимость 
большей четкости в организации процесса обучения, 
«когда преподаватели и студенты в точности знают, 
каковы цели обучения и что, соответственно, необ-
ходимо усвоить обучаемым» [2].  

Конкретизация дидактических целей осуществля-
ется путем их перевода исключительно на язык «на-
блюдаемых действий». В результате процесс науче-
ния в целом и усвоения знаний в частности механи-
чески редуцируется к набору изолированных 
«единиц» наблюдаемого поведения («поведенческо-
го репертуара»). На данной основе обучение пре-
вращается в «формализованный тренинг внешне вы-
раженных действий, ранжированных по степени 
трудности их выполнения» [2, с. 79–80].  

Таким образом, с точки зрения рационалистов, 
конструирование образовательного процесса в выс-
шей педагогической школе предполагает четкое его 
построение с целью формирования поведенческого 
репертуара в ходе обучения. Для педагога особую 
значимость приобретает создание среды обучения – 
обеспечение внешних факторов и обстоятельств, 
способствующих психоэмоциональному восприятию 
студентами учебного материала. 

Консервативно-традиционалистская концеп-
ция. Это одна из ведущих концепций, которые ока-
зали влияние на моделирование образовательного 
процесса в высших педагогических учебных заведе-
ниях стран Западной Европы. Сторонники этой тео-
рии рассматривают высшую педагогическую школу 
как институт, являющийся культурной основой об-
щества. Им близка идея сохранения «консервативной 
роли школы». Главная функция института – сохра-
нение и передача тех знаний и ценностей, которые 
составляют моральную и интеллектуальную основу 
социального наследия человечества и, по словам 
классика данного направления У. Бэгли, сохраняют 
значение через тысячу лет после нас так же, как они 
сохранялись в прошлом. Последователи данной кон-

В 
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цепции дали новую жизнь систематическому акаде-
мическому образованию, предполагающему изуче-
ние традиционных учебных дисциплин в пределах 
стандартизованных программ. 

Главная роль в процессе обучения, по мнению 
консерваторов, отводится преподавателю, который 
передает учащимся знания, умения и навыки и явля-
ется «моделью, олицетворяющей собой высшие 
идеалы, к которым должен стремиться студент» [3, 
с. 667].  

Традиционалисты-консерваторы полагают, что 
в процессе обучения воздействие преподавателя 
должно быть направлено на одного индивида, кол-
лективная работа студентов исключается. Организа-
ция учебного процесса в вузе «есть не что иное, как 
подготовка молодого поколения при опоре на дисци-
плину к занятию своего места в мире взрослых» [3, 
с. 668]. Ж. Мажо, Л. Кро, Г. Кэвелти, Ч. Финн и дру-
гие последователи данного направления выступают 
за стабильные, проверенные временем методы и спо-
собы организации учебного процесса и контроля 
знаний. 

Процесс обучения в традиционалистско-
консервативной парадигме определяется как путь 
усвоения академических знаний, поскольку именно 
фундаментальное общее образование адаптирует 
индивида в качестве гражданина демократического 
общества, и получившие такое образование выпуск-
ники обладают важными для профессионально-
педагогической деятельности умениями, сохраняю-
щими значимость в будущем.  

Таким образом, сторонники консервативно-
традиционалистской теории обучения главную роль 
в организации обучения отводят знанию. Они избе-
гают радикальных перемен, уверены, что «спаси-
тельные» идеи созданы в прошлом, испытаны вре-
менем и в будущем должны лежать в основе органи-
зации просвещения. 

Неогуманистическая (феноменологическая) 
концепция. Представители данной концепции отда-
ют приоритет познанию. Методологические особен-
ности неогуманистической ориентации в подготовке 
будущих учителей тесно связаны со взглядами 
А. Маслоу, одного из лидеров мировой психологии 
ХХ в. Педагоги и психологи данной ориентации, 
руководствуясь его идеей наиболее полного и адек-
ватного соответствия образования подлинной приро-
де человека, призывают к созданию условий для 
«самопознания и поддержки уникального развития 
каждого» студента в процессе профессионально-
педагогической подготовки [4].  

С позиций этой теории педагогические учебные 
заведения призваны предоставить студентам-
педагогам как можно больше эмоционального поощ-
рения и свободы в усвоении знаний, культурных 
ценностей, духовно-нравственных императивов, 
профессиональных умений и навыков. Эмоциональ-
ное раскрепощение и свобода выбора познаватель-
ной деятельности способствуют формированию со-
циально значимой, индивидуально неповторимой 
личности студента-педагога, т. е. реализации субъек-

тивных предпосылок профессионализма в препода-
вательской деятельности. Творчески настроенный, 
«самоактуализирующийся» учитель обладает ог-
ромным духовным влиянием на учащихся, которые 
нередко отождествляют себя с занятиями тем или 
иным предметом благодаря эмоциональной связи 
с учителем. 

Позитивность феноменологической концепции 
в дидактике высшей педагогической школы Европы 
усиливается благодаря психологической потребно-
сти значительной части общественности в безуслов-
но положительном идеале учителя-гуманиста, спо-
собного противостоять «грубой» действительности. 
Такой учитель персонифицирует в глазах либераль-
ных деятелей образования, родителей и учеников 
лучшие стороны человеческого общения. 

Представители неогуманистического образования 
в высшей педагогической школе Европы утвержда-
ют, что сами условия жизни в высокотехнологиче-
ском обществе оправдывают и делают необходимым 
возрождение гуманистической традиции в педагоги-
ческом образовании. Они видят педагогическую за-
дачу в принципиально новой этической установке на 
эмансипацию личности, что меняет сущность и на-
правленность обучения. Общий характер и содержа-
ние обучения рассматриваются ими как необходи-
мые условия для личностного самовыражения, а не 
в качестве направляемого извне потока стимулов-
раздражителей для формирования поведенческого 
репертуара. 

Отстаивающие данную точку зрения сторонники 
«новой педагогики», «неогуманистического образо-
вания» и «открытого обучения» поддерживают уста-
новку рационалистов на обучение посредством дея-
тельности, но с большей эмоциональной вовлеченно-
стью обучаемых, которые «сами выбирают свои 
цели, формируют свои собственные проблемы, при-
нимают решения относительно своего образа дейст-
вий, погружаются в субъективный опыт и ощущают 
его последствия» [5]. 

Современные исследователи отмечают, что гума-
нистическая педагогика и психология получили наи-
большее распространение в Германии. Данная страна 
имеет богатые гуманистические традиции педагоги-
ческого образования, основоположником которых 
является А. Франк. В Германии параллельно сущест-
вуют альтернативные формы гуманистически ориен-
тированных педагогических движений: Вальдорф-
ская педагогика и Монтессори-педагогика. Основная 
задача этих теоретических направлений – формиро-
вание педагога-гуманиста. Несмотря на различие 
средств в достижении этой цели, в 70–90-е гг. ХХ в. 
главным обоснованием идеальной модели гумани-
стического учителя являлось признание того, что 
преподавание – это личностное взаимодействие учи-
теля и ученика. Учитель должен правильно органи-
зовывать общение и устанавливать позитивные от-
ношения с учащимися. Для этого необходимо следо-
вать главной цели профессионально-педагогической 
подготовки, которой, по мнению гуманистов, являет-
ся научно обоснованная педагогическая практика 
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будущих учителей, изучение ее важнейших явлений 
и структурных связей с учетом последних достиже-
ний психологии. Сторонники этой концепции пола-
гают, что для педагогов важен именно личный опыт, 
а не учебный материал. Информационная функция 
учителя не является основополагающей. На первый 
план выдвигается роль учителя как организатора 
процесса обучения и социализации учащихся. Хотя 
при подготовке педагогических кадров считается 
необходимой и теоретическая подготовка. Особое 
значение придается курсам общей педагогики, кото-
рые содержат в своей основе интерпретации идей 
педагогов и философов гуманитарно-герменевтичес-
кого направления (В. Дильтей, Т. Литт, Э. Шпранг-
лер, В. Флитнер и др.) [6]. 

Данная концепция в Германии к 80-м гг. ХХ в. 
легла в основу ряда курсов школьной педагогики, 
главная идея которых – «антиавторитарное» воспи-
тание. На курсах студентам создают ситуативные 
условия для системного анализа. С помощью курсов 
психологии будущие учителя формируют и развива-
ют у себя чувство эмпатии и способности к эффек-
тивной коммуникации. Индивидуализация образова-
тельного процесса позволяет построить программу 
обучения для студентов с учетом их индивидуальных 
потенциальных возможностей. В качестве контроля 
используются самооценка и самопроверка. Большую 
часть времени студенты занимаются самостоятельно. 
В качестве основной формы обучения используются 
тренинги, моделирование учебных и воспитательных 
ситуаций, ролевые игры. Чтобы облегчить студентам 
переход от учебы к работе в школе, при обучении 
активно используется метод ситуативной подготов-

ки, разработанный О. Брунером. Основная задача 
тренинга – развитие у студента способности перено-
сить свои умения и навыки в школьный класс [7, 
с. 63]. 

Таким образом, свою конкретизацию специфика 
идеологии педагогического образования стран За-
падной Европы нашла в парадигмах психолого-
педагогической подготовки будущих учителей, по-
вышение актуальности которой обусловлено рядом 
преобразований, касающихся сферы образования, 
особенно в период создания единого европейского 
образовательного пространства. 
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ОСОБЕННОСТИ ОБУЧЕНИЯ РУССКОМУ ЯЗЫКУ СТУДЕНТОВ ВУЗОВ 

 
В статье рассматривается знание русского языка как одна из составляющих профессиограммы современного специалиста. Без зна-

ния русского языка невозможно ни сформировать квалифицированного специалиста, ни обеспечить его профессиональный рост, т. к. 
язык – это не только средство общения, но и форма хранения и передачи информации. 

 
 

 профессиограмму любого специалиста вхо-
дит не только знание основ науки по профи-
лю будущей специальности, но и свободное 

владение русским языком. Вызвано это тем, что язык 
выполняет не только коммуникативную функцию, но 
и служит мощным средством хранения и передачи 
информации. По окончании вуза многим молодым 
специалистам предстоит стать руководителями про-

изводства и коллектива сотрудников. Для них глав-
ным средством руководства станет язык: «Монарх 
может повелевать многим, но не чувствами и жела-
ниями подданных. Человек, обладающий даром аб-
солютного убеждения, получает высшую власть – 
власть над сердцами и умами людей» [2, с. 4]. Не 
случайно решением руководящих органов образова-
ния дисциплина «культура речи» введена в учебные 

В 
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планы всех типов и уровней образовательных учре-
ждений. 

Ожидалось, что это приведет к повышению язы-
ковой грамотности будущих специалистов. Грамот-
ность студентов на самом деле несколько повыси-
лась. Но большинство студентов неязыковых фа-
культетов не умеют строить тексты разных жанров, 
не изжиты в их работах канцеляризмы, тавтология. 
Современные студенты неуверенно используют бо-
гатейшие стилистические ресурсы языковых средств. 
Нет сомнения в том, что многое зависит от совер-
шенства методики преподавания русского языка 
и системы работы преподавателя. Это субъективные 
причины недостаточной языковой квалификации. 
Однако на успешность овладения русским языком 
влияют и объективные причины, считаться с кото-
рыми вынужден каждый преподаватель.  

К числу объективных причин, затрудняющих ус-
воение русского языка, относятся следующие: 

1. Важнейшей особенностью общения на русском 
языке в наше время является резкое расширение кру-
га коммуникантов. Это связано с изменениями в рас-
пределении жителей по населенным пунктам, акти-
визацией демографических процессов. К повышению 
социальной активности населения привели преобра-
зования в общественно-политическом строе страны. 

Увеличение качества коммуникантов затрудняет 
общение из-за разной степени их владения русским 
языком. Это требует того, чтобы собеседники при-
спосабливались друг к другу в речевой деятельности. 
Стремление к эффективности общения в таких си-
туациях порождает повышение требований к дос-
тупности и точности речевых сообщений. Иначе го-
воря, со стороны коммуникантов это требует более 
качественной речевой деятельности. 

2. Другим фактором, вызывающим особенности 
в использовании языка, является современная тен-
денция к изменению соотношения устной и пись-
менной форм речевой деятельности: распростране-
ние печатных изданий. Повышение грамотности лю-
дей приводит к изменениям соотношения устной 
и письменной информации, циркулирующей в обще-
стве, при этом доля письменной информации имеет 
тенденцию к увеличению. Высокий авторитет печат-
ных изданий делает письменную речь в сознании 
людей престижной. Следует отметить, что именно 
письменная речь отличается большей нормирован-
ностью, нежели устная речь. 

При сохранении единства устной и письменной 
речи в языке они обладают определенными стили-
стическими различиями. Вместе с тем в художест-
венной литературе часто используются устные диа-
логи. Это свидетельствует о том, что взаимодействие 
устной и письменной речи – процесс неодносторон-
ний. Хотя устная и письменная речи имеют свои  
закрепленные сферы функционирования, они оказы-
вают друг на друга влияние, при этом сохраняя спе-
цифические жанрово-стилистические черты. И все-
таки письменная форма речи в процессе коммуника-
ции на занятиях по русскому языку продолжает явно 
превалировать перед устной формой речи. 

3. Особым фактором, оказывающим влияние на 
функционирование языка в современном мире, явля-
ется использование технических средств. Активны-
ми средствами передачи речевой информации явля-
ются компьютер, телефон, телеграф, кино, телевиде-
ние и т. д. Особенно специфическими средствами 
речевой информации являются телевидение, компь-
ютер и разные звукозаписи. В данных технических 
средствах диалог фактически отсутствует, т. к. с ком-
пьютером вербального общения у студентов не про-
исходит.  

Технические средства оказывают большое влия-
ние на унификацию разновидностей и вариантов 
языка. Вместе с тем они влияют на изменения в жан-
рово-стилистической организации речевой деятель-
ности. 

4. Совершенствование техники передачи речевых 
сообщений существенным образом меняет модаль-
ность общения. В настоящее время стало возможным 
донести любую речевую информацию до подавляю-
щего большинства носителей того или иного языка. 

Лингвистическая проблема подобного общения 
связана с тремя особенностями речевых актов. 

С точки зрения говорящего, главная трудность 
состоит в отсутствии непосредственных контактов, 
обратной связи со слушающими, а это не дает гово-
рящему координировать свои речевые действия. 

Второй аспект этой проблемы – качество текста. 
Текст должен быть понятным для всех участников 
речевой деятельности. Однако при этом ни для кого 
не должен быть примитивным. Чтобы удовлетворить 
запросы всех слушателей, текст должен быть много-
функциональным, тогда каждый коммуникант будет 
слышать свой аспект текста. 

Третий аспект состоит в том, что каждый рецепи-
ент не только слушает содержание текста, но и ис-
пытывает эмоциональное воздействие от него. По-
этому современные средства доставки речевой ин-
формации до слушающего требуют новой риторики. 
Массовая коммуникация – одна из особенностей ис-
пользования языка в современном мире. 

5. Важным фактором в мировом языковом раз-
витии нашего времени являются проблемы, разра-
батываются более управляемые, менее стихийные 
пути преодоления разноязычия. Как никогда рань-
ше стало интересовать учащихся и студентов вузов 
обучение вторым языкам не только в школе, но и во 
всех других учреждениях профессионального обра-
зования. В связи с этим появилась и новая научная 
дисциплина – языковая дидактика, которая «описы-
вает язык с целью обучения языку и языкового вос-
питания» [1, с. 316]. Современные методисты и пе-
дагоги выявляют механизмы обучения языку, рас-
сматривают интерференцию родного языка на 
усвоение второго языка. Преподаватели пытаются 
искусственно создавать ситуации, близкие к жиз-
ненному опыту студентов, для достижения миними-
зации материала на изучаемых языках. Поэтому 
в дидактических условиях ставится задача усвоить 
какую-то часть языка. Овладение этой частью языка 
должно обеспечить общение на нем. Такую часть
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языка методисты и преподаватели называют мини-
мизированным языком.  

6. Еще одна языковая проблема современности 
связана с информационным взрывом. Количество 
информации, добываемой в научных исследованиях, 
стало непосильным для обработки одним человеком. 
Предпринимаются различные шаги по преодолению 
информационного взрыва. Наиболее действенным 
и перспективным из них является опыт передачи 
компьютерам некоторых информационных процес-
сов, особенно поиск, хранение информации. Однако 
это требует предварительной обработки. Эти процес-
сы оказывают определенное влияние на язык и его 
функционирование. Повышение роли науки в жизни 
общества отражается в проникновении в повседнев-
ное общение элементов научной речи. Тексты, соз-
даваемые современными людьми, все больше при-

ближаются к тому, чтобы включиться в диалог чело-
века с машиной. 

Все эти факторы требуют того, чтобы при обуче-
нии русскому языку учитывались как минимум два 
аспекта: 

– при определении содержания программ и учеб-
ных планов; 

– при разработке преподавателями методической 
системы изучения русскому языку.  
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ФИЛОСОФСКИЕ АСПЕКТЫ ПРОЦЕССОВ ИНТЕГРАЦИИ  

В СОВРЕМЕННОМ РОССИЙСКОМ ОБРАЗОВАНИИ 
 
Модернизация национальной системы образования предполагает как стремление к интеграции, участие в формировании общеевро-

пейского образовательного пространства, так и сохранение отечественного опыта, лучших традиций, фундаментальности и соответ-
ствия российского образования отечественной культуре. 

 
 

собая роль в жизни российского общества 
всегда была присуща образованию: в пет-
ровскую эпоху, во времена правления Ека-

терины II, в настоящее время, – оно подвергалось 
и продолжает подвергаться не только локальным 
изменениям, но и глубоким преобразованиям. Еще 
А. С. Пушкин, рассматривая проблемы народного 
воспитания, обращал внимание на то, что только 
«одно просвещение в состоянии удержать новые бе-
зумства, новые общественные бедствия» [1]. 

Новая информационная эпоха, эпоха общества 
знания, безусловно, одной из важнейших модерниза-
ционных задач ставит задачу реформирования систе-
мы образования. Отечественная система образования, 
испытывая на себе мировые модернизационные про-
цессы, пытаясь вписаться в европейское образова-
тельное пространство, оказалась не только перед вы-
бором: вступать или нет в болонский процесс, – про-
блема оказалась значительно глубже: возможно ли 
совместить накопленный российский опыт и совре-
менные тенденции развития мирового образования. 

Как на любую глобальную проблему, на модерни-
зацию образования специалисты смотрят с разных 
точек зрения. Некоторые авторы считают, что модер-
низация образования – лишь подражание западным 
образцам, смена формы, но не содержания. Мы разде-
ляем точку зрения специалистов, считающих модер-
низацию необходимым процессом развития образова-
ния, который происходит по законам внутренней ло-
гики исторического становления национальной 
школы, национальной культуры. Модернизация – это 
процесс освоения традиций, необходимый каждому 
поколению. Традиция, являясь стабильностью, устой-
чивостью, инерционностью в культуре, отражает це-
лостность общественного организма. Однако образо-
вание, будучи частью культуры, не может существо-
вать, не обновляясь: творчество, изменение являются 
другой стороной развития общества. Поэтому универ-
сальной характеристикой любой культуры является 
единство традиции и новации. 

Возрождение национальных образовательных 
традиций – одна из составляющих эффективной мо-

О 
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дернизации образования. Традиции необходимы во 
всем: в культуре, в науке, в образовании, – это то 
уникальное, что позволяет нам быть отличными от 
других. Мы разделяем мнение ученых, которые счи-
тают, что унификация образования возможна и необ-
ходима там, где возможен равный базовый профес-
сионализм, но унификация образования невозможна 
и противопоказана там, где имеется уникальность 
школ, научных направлений, где речь идет о подго-
товке в сферах национальной культуры. Достаточно 
яркое тому подтверждение – победы студентов  
ИжГТУ в чемпионатах мира по программированию, 
показавшие, что ценность образования определяется 
способностью к творческому решению задач, пре-
одолению существующих стандартов. Таким обра-
зом, вхождение в европейское сообщество должно 
учитывать существенное положение: наличие сингу-
лярности (в значении индивидуальности, неповтори-
мости, уникальности), способствующей исключи-
тельному и плодотворному развитию самого сооб-
щества. 

В современных условиях необходим поиск новой 
образовательной парадигмы, которая основывается 
на интегративных тенденциях (Б. С. Гершунский, 
А. Я. Данилюк, А. П. Лиферов) [2–4]. Преобразова-
ние национальных образовательных систем, наце-
ленное на интеграцию, выявляет общую тенденцию: 
образование становится открытым. Как отмечает 
М. М. Акулич, ряд государств имеет совпадающее 
особенное в образовании, что является «основой для 
интеграции европейского образования, процесса, 
который протекает относительно “безболезненно”. 
Национальное российское образование, безусловно, 
характеризуется многим общим с европейским обра-
зованием. Однако в части особенного оно сущест-
венно отличается. Это относится … к стандартам 
и уровням образования, особенностям вертикали 
и горизонтали системы российского образования. 
Национальное образование в России на уровне еди-
ничного вписано в социокультурную российскую 
действительность, соответствует национальной мен-
тальности, сложившимся национальным образова-
тельным традициям» [5, с. 56]. В этом, безусловно, 
есть свои достижения. Вместе с тем значительная 
удаленность от европейских и мировых центров 
культуры, лингвистические преграды, своеобразная 
скрытость образовательного пространства страны 
также затрудняют интеграцию отечественного обра-
зования в мировое научно-образовательное про-
странство, мешая его результативности в условиях 
глобальной конкурентной среды.  

В контексте сказанного Болонский процесс пред-
ставляет попытку осовременить национальную сис-
тему высшего образования, сделать ее более соответ-
ствующей новому облику нашего общества. В связи 
с этим мы считаем, что Болонский процесс как лю-
бой интеграционный процесс призывает к гармони-
зации для расширения соответствия и совместимости 
интересов всех участников образовательного про-
цесса на основе сохранения разнообразия и уважения 
культурных традиций.  

Проблема еще и в том, что некоторые представи-
тели академической общественности считают, что 
необходимость Болонского процесса для России, 
в первую очередь, диктовалась вступлением во Все-
мирную торговую организацию. По условиям этой 
организации вступающая страна должна выполнить 
целый ряд обязательств, одно из которых – признать 
образование исключительно товарной услугой. Раз-
деляя их беспокойство, мы полагаем, что, действи-
тельно, российские традиции в образовании несколь-
ко иные, самобытные, к ним не применим прагма-
тичный западный подход. Мы разделяем мнение 
специалистов, считающих образование в России об-
щественным благом, которое невозможно предста-
вить в виде обмена услуги на деньги, у нас ценится 
гуманитарная подготовка, духовность, просвещение, 
воспитание; российское образование – не экономи-
ческая, а культурная ценность. 

Как бы нам ни хотелось отстаивать национальные 
заслуги в области образования, специалисты при-
знают, что российская система образования в любом 
случае требует пересмотра и перехода на принципи-
ально новый уровень работы, и положения Болон-
ской конвенции могут способствовать этому. Опыт 
работы в вузе, подписавшем Болонскую декларацию, 
показывает, что нельзя смешивать попытки интегри-
рования российского образования с ее полным унич-
тожением. Болонские реформы мы рассматриваем не 
как односторонний процесс, а взаимное движение 
навстречу европейской и российской образователь-
ным системам. Анализ аналитических исследований 
по вопросам образования, материалы научных кон-
ференций, семинаров ИжГТУ по европейским инте-
грационным образовательным процессам показыва-
ют, что опыт работы в направлении равноправной 
интеграции всегда был и накапливается сегодня. 

Болонский процесс явился результатом не чьих-
то субъективных желаний или расчетов, а адекват-
ной реакцией европейских стран на вызовы XXI в., 
среди которых, в первую очередь, следует выделить 
интеграцию национальных информационных про-
странств в единое мировое информационное про-
странство. К ней примыкают: развивающаяся глоба-
лизация в финансово-экономической сфере и регио-
нальная интеграция прежде всего в Европе; 
интернационализация образования, проявляющаяся 
в форме возрастающих потоков студентов в зару-
бежные вузы; взаимные обмены профессорами 
и преподавателями, научными сотрудниками; рост 
конкуренции на мировом рынке образовательных 
услуг; изменение функций государства в образова-
тельной сфере, тенденции к растущей автономии 
высших учебных заведений, превращению некото-
рых из них в транснациональные; общий рост чис-
ленности студентов на фоне изменений возрастной 
структуры населения. Указанные факторы и вызвали 
к жизни необходимость интеграции в сфере россий-
ского образования.  

Безусловно, вступление России в Болонский про-
цесс, как справедливо отмечает М. М. Акулич, имеет 
противоречивые дихотомичные перспективы: с од-
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ной стороны, реальная возможность достойно интег-
рировать в общеевропейское, а впоследствии в ми-
ровое образовательное пространство, что упростит 
международные взаимодействия в системе образова-
ния, будет положительно влиять на развитие мирово-
го рынка труда. С другой – разрушение существую-
щей национальной системы образования. Поэтому 
мы разделяем мнение специалистов, считающих, что 
участие России в процессах европейской интеграции 
важно реализовывать через диалектический прин-
цип: отрицание старого новым осуществлять не че-
рез уничтожение, а через преемственность [5, с. 57]. 

В заключение отметим, что вхождение России 
в единое образовательное пространство не может не 
согласовываться с мировыми процессами, которые 
во многом будут определять сроки внедрения стан-
дартов третьего поколения, а также новые специаль-
ности и направления. Это доказывает, что объектив-
ный взгляд на проблему возможен при обращении 
к совокупному опыту человечества, но через призму 
особенностей национально-культурной традиции. 
Прагматика времени требует тщательного изучения 
всех составляющих современного образовательного 
пространства, поскольку модернизация российского 
образования – это не столько политическая и эконо-
мическая проблема, сколько вопрос сохранения 

культуры на основе диалога. Модернизация образо-
вания невозможна вне социокультурного контекста, 
который задается традициями, обычаями, менталите-
том. Кроме того, интеграция России в европейские 
и общемировые образовательные процессы обозна-
чает проблему взаимоотношения центра и перифе-
рии, интеграции и регионализации, учитывающую 
необходимость подъема образовательных структур 
в регионах при сохранении поликультурного россий-
ского образовательного пространства. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ МНЕМИЧЕСКИХ СПОСОБНОСТЕЙ  

МЕТОДОМ МНОГОМЕРНОГО ШКАЛИРОВАНИЯ 
 
Методами многомерного шкалирования рассчитаны свойства психологического пространства, отражающего особенности мен-

тального отображения запоминаемой информации. Такой метод позволяет точнее оценивать мнемические способности. 
 
 

немические способности – это «много-
уровневое образование, выступающее 
в качестве средства выполнения деятель-

ности, объединяющее разных людей функционально 
и дифференцирующее их операционально и резуль-
тативно» [2]. В их структуру входят три блока: 
функциональный (природный), операционный и ре-
гулирующий. Эффективным способом исследования 
мнемических способностей является методика раз-
вертывания мнемической деятельности [2, 3]. 

Несмотря на несомненные достоинства, данная 
методика сложна для создания ее компьютерного ва-
рианта. Вместе с тем в компьютерной диагностике 
высших психических функций хорошо себя зареко-
мендовали психофизические методы сбора информа-

ции и их последующее представление в виде геомет-
рических моделей психологического пространства, 
отражающего особенности ментального представле-
ния воспринимаемых стимулов. Одним из таких ме-
тодов является многомерное шкалирование [1]. 

Мы предположили, что методы многомерного 
шкалирования могут стать полезным дополнением 
методики В. Д. Шадрикова, Л. В. Черемошкиной, 
в частности при описании способов запоминания 
стимульного материала данного метода: изображе-
ний пересекающихся линий различной сложности. 

С этой целью нами был проведен анализ соотно-
шения результатов исследования группы испытуемых 
при помощи того и другого методов. Корреляционный 
анализ позволил установить связи между индивиду-

М 
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альными проявлениями мнемических способностей, 
исследованными методом развертывания мнемиче-
ской деятельности, и особенностями отображения 
запоминаемой информации в психологическом про-
странстве, построенном методами многомерного шка-
лирования. Далее была дана качественная интерпре-
тация многомерных пространств в терминах индиви-
дуальных проявлений мнемических способностей. 

Дополнение метода развертывания мнемической 
деятельности методами многомерного шкалирования 
геометрических фигур этой методики уточняет опи-
сание общих закономерностей, индивидуальных 
и возрастных особенностей мнемических способно-
стей. Различный уровень развития мнемических спо-
собностей тесно связан с особенностями перцептив-
ной деятельности, которые проявляются в свойствах 
общего и индивидуальных психологических про-
странств. 

Восприятие и дифференциация фигур различной 
сложности осуществляется с привлечением различ-
ных блоков мнемических способностей, что отража-
ется на размерности психологического пространства. 
Поэтому наиболее информативной характеристикой 
психологических пространств является величина 
«стресса» (погрешность) решений различной раз-
мерности. Число базисных векторов индивидуаль-
ных пространств отражает структуру мнемических 
способностей испытуемого. У большинства испы-
туемых первый вектор отражает работу функцио-
нальных механизмов, второй и третий векторы – ра-
боту операционных механизмов. Другим важным 
показателем степени развития мнемических способ-
ностей является положение точек – запоминаемых 
фигур в системе базисных векторов. 

Возможность количественного описания и ка-
чественной интерпретации свойств психологических 
пространств в контексте механизмов мнемических 

способностей позволяет создать компьютерную про-
грамму для их изучения. Она может применяться для 
оценки мнемических способностей в норме, а также 
описания тяжести поражений высших корковых 
функций, результатов коррекционной работы, мони-
торинга течения восстановительного процесса, уста-
новления возрастных изменений, происходящих 
в функциональных, операционных и регулирующих 
механизмах мнемических способностей. 

Вывод 
Многомерное шкалирование является эффектив-

ным способом исследования особенностей воспри-
ятия запоминаемой информации. Оно позволяет ото-
бражать ментальное представление воспринимаемо-
го материала в виде геометрических пространств. 
Проведенный корреляционный анализ свойств таких 
моделей и результатов исследования мнемических 
способностей методом развертывания мнемической 
деятельности [2, 3] позволяет создать компьютерный 
вариант этого метода, который позволит исследовать 
и отображать индивидуальные особенности мнеми-
ческих способностей. Процедуру многомерного 
шкалирования можно рассматривать как дополнение 
к уже существующему бланковому методу изучения 
мнемических способностей. 
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ПЕДАГОГИЧЕСКАЯ ТЕХНОЛОГИЯ ПРИМЕНЕНИЯ ОЛИМПИАДНЫХ МЕТОДОВ 

И СРЕДСТВ В УЧЕБНО-ВОСПИТАТЕЛЬНОМ ПРОЦЕССЕ В ВУЗЕ 
 
За многие годы проведения предметных олимпиад различного уровня сложился комплекс психолого-педагогических установок, мето-

дов и средств, который предлагается применить в массовом обучении. Рассмотрено место предлагаемой технологии среди других педа-
гогических технологий. 

 
 

 настоящее время целью всего учебно-
воспитательного процесса, в том числе пе-
дагогических технологий, является не сам 

педагогический процесс, а обучаемый, развитие его 
личностных качеств. Для формирования этих качеств 
предлагается использовать совокупность методов 
и средств, выявленных при подготовке и проведении 
предметных олимпиад, во время аудиторных заня-
тий, в массовом обучении. 

В последние годы растет интерес к предметным 
олимпиадам как в России, так и во всем мире. Олим-
пиады доказали свою эффективность в решении за-
дач поиска и отбора талантливых студентов, но не-
которые аспекты этого явления, на наш взгляд, 
должным образом не проанализированы и не оцене-
ны. В настоящее время целью олимпиад является не 
только выявление победителей, но и поддержание 
устойчивого интереса к учебе и самостоятельным 
занятиям. Сложившуюся в течение многих лет 
в процессе подготовки и проведения олимпиад  
целостную систему методов, способов, приемов 
и воспитательных средств, учитывая их объединение 
специфическими для олимпиад психолого-педагоги-
ческими установками, можно охарактеризовать как 
педагогическую технологию. 

На наш взгляд, эта педагогическая технология 
может с успехом применяться не только для подго-
товки вне учебных занятий небольшого числа сту-
дентов в специально созданных микрогруппах, но 
и во время учебного процесса, в массовом обучении. 

Идея предлагаемой технологии – создание на 
обычных занятиях микроолимпиадной среды, особо-
го эмоционального настроя, использование олимпи-
адных задач для решения вопросов интенсификации 
и повышения эффективности учебного процесса, 
выработки у студентов таких качеств личности, как 
ответственность, способность самостоятельно рабо-
тать и принимать решения. 

На наш взгляд, обсуждаемая технология состоит 
из трех компонентов: социального, содержащего мо-
тивы и воспитательные средства; эмоционально-
эстетического; методического, включающего методы 
творческой работы и банк задач для занятий (олим-
пиадные задачи) и для контроля (пакет олимпиадных 
мини-задач). 

Самым сложным в социальном компоненте явля-
ется мотивационная составляющая. В процессе ре-

шения олимпиадной задачи начинают проявляться 
и играть все большую роль такие психологические 
побуждения, как любопытство, самовыражение, 
а также потребность доказать себе и другим, что мо-
жешь довести задачу до конца. 

Решение олимпиадных задач – это состязание 
с самим собой, что обусловливает эмоциональный 
фон в учебно-воспитательном процессе. Можно на-
звать два фактора, участвующих в образовании эмо-
ционального фона при решении задач. 

Первый фактор – эмоции, испытываемые от ре-
шения задач. Идеи и решения, найденные человеком 
самостоятельно, всегда являются источником поло-
жительных эмоций. 

Второй фактор – красота задач, как внешняя (кра-
сивая схема условия, лаконичное условие), так 
и внутренняя (структура решения, неожиданная 
идея, гармоничная целостность условия, идеи и ре-
шения). 

Олимпиадные методы являются методами твор-
ческой работы и не являются специфическими толь-
ко для олимпиад. 

1. Метод рассредоточения (параллельного реше-
ния нескольких задач) относится к методам активи-
зации мыслительной деятельности и аналогичен ме-
тоду решения научных и проектно-конструкторских 
задач. Он основан на чередовании сознательных 
и подсознательных усилий [1]. 

2. Метод эмпатии – представление себя на месте 
объектов задачи, вживание в них, ощущение влияния 
других объектов. 

3. Метод визуализации решения – наглядное 
представление конструкций, решений с использова-
нием многочисленных вспомогательных рисунков 
и схем. 

4. Анализ типичных ошибок. Анализ – одно из 
условий эффективности применения методов. В дан-
ном случае обучаемым дается возможность показать 
собственные решения и ход своих мыслей. 

Олимпиадные задачи являются инструментарием 
данной технологи. Для применения в учебном про-
цессе олимпиадные задачи отбираются методом 
групповых экспертных оценок [2]. 

Любая педагогическая технология характеризует-
ся концептуальностью, системностью, управляемо-
стью, эффективностью, воспроизводимостью [3]. 
Концептуальной идеей предлагаемой технологии 

В 
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является формирование стиля творческой деятельно-
сти [4]. Логика процесса обусловлена применением 
олимпиадных задач и методов их решения, психоло-
го-педагогическими установками, при которых все 
составляющие взаимосвязаны и составляют единую 
систему. Управляемость основывается на диагности-
ческом целеполагании, которое включает в себя фор-
мирование стиля творческой деятельности, возмож-
ности планирования и проектирования процесса 
обучения (известен банк задач и то содержание 
предмета, которое раскрывается с их помощью,  
используется эмоционально-психическая основа), 
наличием поэтапной диагностики (с помощью олим-
пиадных задач, вспомогательных задач, а также ме-
тодов психолого-педагогического исследования). 
Педагогическая технология применения олимпиад-
ных методов и средств в современных условиях об-
ладает высокой эффективностью, к тому же доста-
точна оптимальна по затратам – для ее реализации 
нет необходимости проводить дополнительные заня-
тия, все совершается во время аудиторных занятий. 
О воспроизводимости данной технологии можно 
говорить, имея в виду тот факт, что совокупность 
психолого-педагогических установок, определяю-
щих специальный набор и компоновку форм, мето-
дов, способов, приемов и воспитательных средств, 
давно используется в процессе подготовки и прове-
дения олимпиад в образовательных учреждениях 
различного уровня: школах, училищах, вузах. 

По классификации, приведенной в [3], рассмот-
рим место предлагаемой технологии среди других 

педагогических технологий. По уровню применения 
обсуждаемая технология относится к локальным 
(модульным) технологиям. По ведущему фактору 
психического развития данная технология является 
комплексной: и социогенной, и психогенной. По 
ориентации на личностные структуры она является 
операционной, технологией саморазвития, приклад-
ной. По характеру содержания и структуры это одна 
из немногих технологий, являющаяся одновременно 
и обучающей, и воспитывающей. По типу организа-
ции и управления познавательной деятельностью 
технология относится к групповым и одновременно 
к дифференцированным системам обучения. 

Предлагаемая педагогическая технология при-
менения олимпиадных методов и средств в учебно-
воспитательном процессе в вузе требует экспери-
ментальной проверки в условиях массового обуче-
ния. 
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